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基于模型降阶的信号完整性分析 

 

摘 要 

 

深亚微米芯片设计的会带来许多新的挑战。在这一背景下，本文

首先阐述了模型降阶的基本原理，以及信号完整性分析的意义。接着

介绍了几种经典的模型降阶算法，并分析比较了各种算法的优缺点。

文中提出了一种基于可观测标准型的模型降阶算法，具有形式简单，

易于检验稳定性的特点。在论文的实验部分，应用多种方法对几组互

连线模型进行降阶，实践证明模型降阶算法能够得到比原电路小得多

的近似模型，但精度并没有多少损失，利用该方法进行信号完整性分

析可行有效。 
 
 

关键词：模型降阶，矩匹配，信号完整性 
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SIGNAL INTEGRITY ANALYSIS BASED ON MODEL 
ORDER REDUCTION 

 
 
 

ABSTRACT 
 
Deep submicron IC design will bring many new challenges. Under such 

background, this paper first introduces the principles of model order 
reduction and the significance of signal integrity analysis. Several classical 
model order reducion algorithms are introduced, and their advantages and 
disadvantages are compared. In this paper, a new algorithm based on 
observability canonical form is proposed. It has a simple structure and is 
easy to check the stability of reduced model. In the third part of this paper, 
model order reductions are performed on several interconnect models using 
various kinds of algorithms. The results prove that model order reduction 
techniques can obtain a much smaller model than the original circuit without 
losing much accuracy. Signal integrity analysis based on this technique is 
feasible and effective. 

 
 

KEY WORDS: Model Order Reduction, Moment Matching, Signal 
Integrity 
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1 绪论 

1.1 引言 

随着超大规模集成电路（VLSI）技术的不断发展，芯片的工作频率越来越

高，而其特征尺寸却越来越小。在一块芯片上集成的器件数量以摩尔定律增加的同

时，芯片本身的大小却没有多大变化。这不仅增加了设计上的复杂度，更对验证和

仿真提出了巨大的挑战。 

首先，我们知道，当工艺尺寸逐渐步入深亚微米后，寄生参数效应将变得更加

明显，不仅是导线间的耦合电容，由于工作频率的提高，寄生电感，甚至导线间的

互感也体现了出来，对芯片上的信号完整性提出了更加苛刻的要求。不考虑有源器

件，仅从互连线的角度来看，传统的 RC 模型已经不能胜任了，取而代之的是

RLC、RLCM 等更加精确的模型。除了最常见的耦合串扰问题，影响信号完整性

的还有 IR Drop，Ringing等，这都要求在芯片验证时提供更加复杂的模型。 

其次，除了对仿真模型的复杂性提出要求外，还对仿真的规模提出了更高的要

求。这不仅因为芯片集成的器件增多，而且由于集成度增加后，布线的长度会比从

前更长，从而需要用分布式互连线模型才能够描述。对于非常高的频率，甚至需要

用到传输线模型。由于寄生参数也是不得不考虑的因素，这也增加了仿真的规模。

这使得直接利用传统的仿真工具如 Spice，无论是仿真时间还是内存开销都已经不

能满足需要了。 

为了解决以上这两个问题，必须有一种方法，能够既保证仿真的精度，又能够

把仿真的规模减小到能够接受的程度，这就是近十几年来研究的一个热点：模型降

阶技术。模型降阶技术实际上在很早以前已经被应用在控制领域了，为的是解决较

大规模状态空间的求解问题。这一方法被引入到电路领域是自 1990年 L. T. Pillage

首次提出 AWE[1]以后，由于仿真的对象变成了大规模集成电路的互连线，通常规

模比控制领域更大，而且体现出了新的电路所特有的问题，因此在此之后，又有来

自包括电路、自动化、应用数学等领域的大量学者提出了多种算法，逐渐解决了稳
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定性[3]、无源性[7]、保持电路结构[8]等等难题，还发展出了模型降阶的几大不同

的方向。其中的一些方法已经被用在了工业用 EDA 工具中，推动了微电子技术向

更小的特征尺寸前进的步伐。 

1.2 模型降阶基本原理 

1.2.1 电路的改进节点法（MNA）表示 

一般来说，不管电路的结构有多么复杂，我们都可以把它抽象成由线段和点组

成的几何图形。在这种图中，主要是考虑点和线之间的连接关系，而点的位置、线

的长度以及几何弯曲程度则不予考虑[26]。图 1 就是一个电网络和它对应的拓扑

图。 

 

  

图 1 电路网络及其对应的拓扑图 

 

拓扑图有以下几个基本定义： 

节点（node）：拓扑图中各线段的端点。 

支路（branch）：连接两个节点之间的线段。 

回路（loop）：构成闭合路径的一组支路。 

有向图（directed graph）：支路具有方向的拓扑图。 

 

虽然一个电网络可以用有向图来表示，但是把有向图输入计算机中去很不方

便，需要有一种能使得计算机存储有向图的方法，这就用到了关联矩阵（incidence 

– 2 – 
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matrix）。 

 

设一个有向图有 n＋1个节点，m条支路，则 E是一个 ( 1)n m+ × 阶矩阵，它的

行对应于节点，列对应于支路，其中元素 的定义为： ija
1ija = ，如果支路 j与节点 i关联，且支路 j的方向离开节点 i 

1ija = − ，如果支路 j与节点 i关联，且支路 j的方向指向节点 i 

0ija = ，如果支路 j与节点 i无关联 

 

 

1 2 3 4 5

1

2

3

4

1 1 0 0 0
0 1 1 0 0
0 0 1 1 0
1 0 0 1 1

ij

b b b b b
n

E = a =n
n
n

−⎡ ⎤
⎢ ⎥⎡ ⎤ −⎣ ⎦ ⎢ ⎥
⎢ ⎥−
⎢ ⎥− −⎣ ⎦

 (1) 

 

由于矩阵中的任何一行都可以由其他行线性表出，所以去掉一行，把对应的节

点作为参考节点，仍然可以把这一行推算出来。简单起见，通常就把去行后的矩阵

称为关联矩阵，而一般可以选取 0点（GND）作为参考节点。 

 

对电路网络的求解用的是 Kirchhoff定律，而 Kirchhoff方程只取决于电路的连

接关系，因而可以用关联矩阵来表达： 

 

Kirchhoff电流定律（KCL）： 0ibE =  

Kirchhoff电压定律（KVL）： T
n bE v v=

 

这里向量ib 和vb分别表示支路电流和支路电压。vn 则表示节点电压。我们还可

以在关联矩阵中把同类元件的支路写在一起，这样关联矩阵E就可以写成： 

 E E E E Eg c l v  (2) 

除了 Kirchhoff定律，电路还由支路关系约束，对于 RLC电路，这里的支路约

束关系分别是： 

R: g gi Gv=  
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C: c
c

dvi C
dt

=  

L: l
l

div L
dt

=  

G，C 是对角矩阵，对角线上的元素分别是每一个支路上电导和电容元件的

值。如果不考虑互感效应的话，L 也是一个对角矩阵。很显然，这三个矩阵都是对

称的，且其中的元素都是非负的。利用这些关系，消去尽可能多的未知电流，我们

就可以把电路描述成改进节点法的形式： 

 
T

= +
y=

u−Cx Gx B
L x

 (3) 

其中 

 
0

0 0

TT lg gc c
T
l

EE GE vE CE , ,
H iE

⎡ ⎤⎡ ⎤
≡ ≡ ⎢ ⎥⎢ ⎥

−⎣ ⎦ ⎢ ⎥⎣ ⎦
C G ⎡ ⎤

≡ ⎢ ⎥
⎣ ⎦

x  (4) 

 

C 表示储能元件电容和电感对电路方程的贡献，G 表示耗能元件电阻和电导

对电路方程的贡献。x 是状态变量，由所有节点的节点电压和一些未知电流变量组

成。这些电流变量包括独立电压源的电流和电感支路的电流。 

 

图 2就是用改进节点方程表示一个电路的例子： 

1 2 3G1 L1

C1 G2u

iL

iS

Vout
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1 11 1

2 21 1 1

3 32

1

0 0 0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 1 1 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1

L L

s s

v vG G
v vC G G

s v vG
i iL
i i

−⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥−⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥= − +−
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥−⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦ ⎣ ⎦

bx xC G

u

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

 

[ ]3 0 0 1 0 0outv v= = x  

图 2  电路的改进节点方程 

1.2.2 模型降阶的最初思路 

从改进节点方程我们可以看到，系数矩阵 C 和 G 的阶数等于电路中节点数加

上电感支路数再加上端口数。这就说明当电路规模变得很大的时候，这个方程的系

数矩阵将有很高的阶数，这对于求解带来很大的困难。 

从另一方面来看，对于电路仿真来说，我们往往只关心输入和输出的关系是什

么，即传输函数。而对于电路内部的状态变量－－节点的具体电压电流并不关心。

因此如果能够找到另一个系统，它的状态变量比原来少很多，从而可以加快仿真的

速度，但是它又能够很好得近似原系统的输入输出关系，那将带来很大的便利。 

输入 模型降阶
相似的输出 

宏模型

 

图 3  模型降阶的目的 

这就是模型降阶的初衷，把原来的电路看成一个黑盒，这个黑盒的规模很大，

希望找到另一个小规模的模型，它的传输函数在一定程度上近似原电路的传输函

数，那么就把这个模型称为降阶模型。这个降阶模型可以是一个等价电路，也可以
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仅仅是一个对于仿真器来说等价的数学模型（图 3）。 

 
出现最早的是一种基于矩匹配（Moment Matching）的降阶模型方法。它又分

为两类：一类是利用 Pade 近似来进行瞬态匹配降阶[1][3][5][6][7][8]，包括著名的

AWE、PVL、PRIMA 等，另一类是基于近似的方法。Haifang Liao 等利用指数衰

减的多项式函数来进行瞬态匹配降阶[9]。 Xiaodong Yang 等利用 Hurwitz 多项

式，提出了一个新的可实现的降阶模型技术。Bernard Sheehan 提出了一个基于时

间常数平衡的可实现的降阶模型方法[10]。 

 

我们已经知道，采用改进节点法 MNA 表示的一个集总、线性电路通常可以用

一阶微分方程表示： 

 
T

Cx' Gx Bu
y L x
= − +

=
 (5) 

这个方程也可以改写成以下的形式： 

 
x' Ax Bu
y Cx
= +
=

 (6) 

其中矩阵 A，B，C分别叫做系统矩阵，输入系数矩阵和输出系数矩阵。 

如果系统矩阵 A 是稳定的，也就是说 A 的特征值全部在左开半平面内，我们

可以定义 Controllability Grammian为： 

 
TAt T A tP e BB e d= t∫  (7) 

Observability Grammian为： 

 
TA T AttQ e C Ce d= t∫  (8) 

可以知道 P，Q是对称的，并且满足如下的 Lyapunov方程组： 

 
0
0

T T

T T

AP+PA +BB
A Q+QA+C C

=

=
 (9) 

下面我们来定义降阶模型的概念。所谓降阶模型就是为原来的线性系统（电网

络也可以看成是一个线性系统）的输入输出行为产生一个比较好的近似，至少在一

定的激励范围内，例如在一定的频率范围内。衡量这种近似的对象就是系统的传输

函数。 
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以上MNA方程组所描述系统的传输函数为： 

 
H s C sI A 1 B

Y s H s U s
 (10) 

所以降阶模型就是要去寻找一个新的系统： 

 
xr ' Ar xr Br u

yr C r xr

 (11) 

以至于这个新的系统的状态变量远远小于原来系统的状态变量，而新系统的传

输函数： 

 
Gr s C r sI Ar

1 Br

Y r s Gr s U r s  (12) 

在可接受的误差范围内与原系统很接近。 

 

图 4  降阶系统示意图 
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2 信号完整性分析的内容和意义 

超大规模集成电路技术已经遵循 Moore 定律发展了三十年，趋势是越来越复

杂、特征尺寸越来越小，并且这个趋势在未来的十年也不会停止。然而随着技术发

展的不仅仅是性能的提高，过去没有引起人们注意的各种物理现象在尺寸减小、频

率提高后逐渐体现了出来，成为了阻碍技术发展的主要问题。这些物理现象包括： 

 更小的几何尺寸使得导线和过孔的电阻增大、相同电压下的电场强度增

大。 

 更多的金属层使得线间耦合电容与对地耦合电容的比例增大。 

 更低的电源电压使得对于给定的功率需要更多的电流。 

 更低的器件阈值使得噪声容限变小。 

因此，信号完整性因此被作为一个重要议题被提出来，我们要解决的就是如何

克服电路寄生参数对信号完整性破坏的挑战，而使得性能和功能继续提高。 

 

2.1 信号完整性问题概述 

2.1.1 概念 

信号完整性(SI)是指信号在电路中以正确的时序和电压作出响应的能力。如果

电路中信号能够以要求的时序、持续时间和电压幅度到达 IC，则该电路具有较好

的信号完整性。反之，当信号不能正常响应时，就出现了信号完整性问题。从广义

上讲，信号完整性问题主要表现为 5 个方面：延迟、反射、串扰、同步切换噪声

(SSN)和电磁兼容性(EMI)。 

延迟是指信号在导线上以有限的速度传输，信号从发送端发出到达接收端，其

间存在一个传输延迟。信号的延迟会对系统的时序产生影响，在高速数字系统中，

传输延迟主要取决于导线的长度和导线周围介质的介电常数。 

另外，当导线(高速数字系统中称为传输线)的特征阻抗与负载阻抗不匹配时，
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信号到达接收端后有一部分能量将沿着传输线反射回去，使信号波形发生畸变，甚

至出现信号的过冲和下冲。信号如果在传输线上来回反射，就会产生振铃和环绕振

荡。 

由于任何两个器件或导线之间都存在互容(mutual capacitance)和互感，当一个

器件或一根导线上的信号发生变化时，其变化会通过互容和互感影响其它器件或导

线，即串扰。串扰的强度取决于器件及导线的几何尺寸和相互距离。 

当众多数字信号同步进行切换时(如 CPU 的数据总线、地址总线等)，由于电

源线和地线上存在阻抗，会产生同步切换噪声，在地线上还会出现地平面反弹噪声

(简称地弹)。另外，还有电磁兼容性问题，其产生主要与导线和器件的布局布线方

式有关。 

信号完整性分析是数字系统设计过程中保证完全符合要求规范的一个环节，包

括诸如最优化时序和噪声容限以及理解波形、串扰、电磁干扰等种种模拟效应。随

着系统性能的提高，这些二、三级效应逐渐变为主导因素，能够控制好它们直接决

定了项目的成功与否。 

数字系统和模拟系统在过去有着很大的差异，数字设计不需要考虑诸多的模拟

问题因为时钟都工作在几十兆的频率下。而现在的数字系统往往工作在几百兆，甚

至吉赫兹的频率下，工艺节点也走向了纳米级，信号通路中传播的信号再也不能看

成是理想的方波了，来自各方面的噪声混杂其中，因此信号从源端到目的端的传输

过程中能否保持完整性就成了不得不考虑的问题。 

 

图 5  几种常见的信号完整性问题 
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2.1.2 低功耗设计带来的 SI新挑战  

业界在向 65 纳米节点变迁过程中，迫切需要低功耗设计，但随之而来的是新

的 SI 挑战，如图 6 所示。究其原因，首先可归结于低功耗设计一般都采用多种电

压，可能导致不同电压信号之间产生耦合。较之相同电压信号之间的耦合，从较高

电压向较低电压的耦合要强得多。多电源电压(Vdd)设计还需要使 用电平转换器。

由于电路的复杂性，要验证电平转换器不受噪声问题的影响更加困难。  

 

高Vth易于受到
串扰影响

低Vth加速噪声
传播

Vdd2

Vdd1

电平转

换器

 

图 6  低功耗设计中的信号完整性问题 

此外，低功耗设计使用了多阈值电压值(Vt)门电路。高 Vt 的器件往往具有更

高的保持阻抗，从而更易受串扰的影响。另一方面，Vt 较低器件作为干扰传递者

情形更糟糕，因为它们的转换速度较快。而且，它们在输入端还往往对波形影响更

敏感。总体而言低功耗设计中，需要谨慎处理时序、功率和噪声的权衡取舍问题。  

低功耗设计的另一个要素，是为了节省电力消耗，需要对芯片不同部分进行导

通和关断。导通和关断过程在电源轨中产生瞬态效应，这可能对电路中仍在工作的

其它部分造成影响。  

动态电压和频率调整(DVFS)是一种旨在降低功耗、延长电池寿命的技术。利

用这种技术，设计人员能够在芯片运行的同时动态地为不同模块设 置不同的电压

或不同的频率。当采用 DVFS 技术时，设计人员需要针对每个模块所允许的电压

和频率的所有可能组合，对芯片性能进行验证，这大大增加了电气分 析的复杂性

和时间要求。而使用传统分析解决方案的另一项考虑因素，是每一个电压点都需要

不同的库。 
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2.1.3 深亚微米 SI分析挑战  

在向深亚微米工艺变迁过程中，除了低功率设计方面的考虑，其它的一些 SI

问题也开始涌现。Vt和 Vdd间的差距随电压调整在不断减小。由于(Vdd-Vt)2对性

能的影响重大，故电压变化对门电路的延迟和抗扰性有着显著的影响。  

电压变化也以非线性的方式影响延迟和波形。对门电路性能造成显著影响的还

有温度。在高密度芯片中，芯片上的温度变化可达 50 摄氏度。这种变化对门电路

的性能和信号完整性产生负面影响。  

目前，设计人员是采用芯片波动(OCV)因数来计算 Vdd变化和芯片上的温度变

化。然而，在 65 纳米及更小节点时，由于这种变量加大，OCV因数及其相关保护

间隔(guard banding)极可能非常大，这时，需要一种能够提供电压和温度处理特定

实例的新方案。  

尽管一直以来大量注意力都放在工艺变异(process variations)及其对纯时序的影

响上面，但实际上，工艺变异对芯片上所有信号的完整性都有影响，不同的 Vth导

致的噪声传播差别很大，因此信号的完整性必须在这些工艺波动的环境中进行分

析。 

信号完整性分析中的另一个重要的问题是如何使分析结果不要过分悲观。一般

而言，分析工具都确立了一种假设，即设计的全部路径中皆存在最坏情况。它们分

析设计路径中每一个网格可能被相邻网格最严重干扰的情况。 当然，在大多数电

路的工作情形中，最坏的情况实际上不会发生。较高级别的算法考虑和门级逻辑约

束可以防止许多干扰源聚集在一起相互交换的情形发生。  

减轻设计人员在 SI 分析中的悲观情绪的方法之一，是在任何可能的地方都要

考虑到逻辑关系，这样一来，那些明显不能聚集在一起交换的信号就 不被视为同

时干扰者。另一个方法是利用随机分析技术来模拟较为实际的环境而非绝对的最坏

情况。尽管这种方法本身存在风险，对建立(setup)分析仍不失 为相当安全。  

还有一种减轻 SI 分析悲观情绪的方法，即采用更实际的模型来计算串扰引起

的延迟变化。考虑到某一特定噪声对路径的总体影响而不单单是对出 现串扰的网

格的影响，这一点十分重要。这种基于路径的对准(path-based alignment)方法通过

产生最坏情况下的路径(而非网格)延迟变化，可显著降低悲观情绪。  

在分析 IR 压降的影响时，分析工具考虑的也是最坏情况。当执行噪声分析或

时序分析时，采用动态 IR压降分析，并考虑到 IR压降事件和噪声事件之间的暂时

关系，可有助于利用唯一的实际 IR压降值来减低悲观情绪。 
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2.2 信号完整性对电路性能的影响 

信号完整性对性能的影响表现在以下几个方面： 

2.2.1 串扰导致的逻辑错误 

相邻导线（进攻者）的信号变化会通过耦合电容导致受害者导线的电压发生本

不该有的变化。如果这种变化大到超过了逻辑阈值，就会带来错误的逻辑翻转。这

种串扰的症状就是芯片在某种逻辑操作的时候会重复性地失败。 

 

受害节点

入侵节点

耦合电容

互联电阻

对地电容
输入噪声容限

驱动器输

出阻抗

 

图 7  相邻导线串扰对逻辑电平的影响 

 

2.2.2 串扰对时序分析的影响 

通常我们采用静态时序分析（STA）来估计电路中可能存在的时序隐患，这种

方法是基于 RC 模型对导线的时延进行估算。但由于是静态分析，所以并没有考虑

到如果相邻导线如果处在不同的状态会对时序分析的结果带来什么影响。而实际上

由于耦合电容的关系，时序分析取决于相邻导线的状态，得到的时延可能会完全不
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同。 

驱动器的延迟 这段延迟取决于其他节点的行为

其他的节点

互联电阻

对地电容

耦合电容(存在
Miller效应）

驱动器输

出阻抗

 

图 8  相邻导线串扰对时延的影响 

 

2.2.3 电源网络的 IR压降 

电源电压的降低、器件噪声容限的减小使得 IR 压降问题日益突出。一般来说

设计电源网络在布局布线之前完成，所以此时还并不知道最后所有的器件是如何连

接到电源网络上的，只能是对需要的电流进行一种估算。如果在布线以后发现电源

线不够宽再去修改将会是很麻烦的一件事。而且系统工作在不同的状态时，电流的

分配会非常不同，如何找到最差情形的状态矢量也是一个很大的问题。 

2.2.4 衬底耦合噪声 

在 CMOS 工艺下，器件都是工作在同一个衬底上。当一个器件高速翻转的时

候，电流就会通过衬底影响到邻近的其他器件。此外，由于每个 MOS 器件的衬底

一般都是连到 VDD或 VSS，所以电源的波动电流也会影响器件的功能。 
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图 9  衬底耦合噪声 

 

2.3 信号完整性的分析方法 

2.3.1 毛刺噪声分析 

毛刺噪声分析是检测在有噪声环境下（如串扰导致的毛刺），信号在接收端是

否可能会导致逻辑功能错误的一种分析。它的一个假设就是如果电路中的每一个逻

辑门都能抑制噪声的话，噪声就不会产生逻辑错误。 

 

为了保证数字电路能够正常工作，必须保证在噪声存在的环境中，锁存器结构

所保持的逻辑状态不会错误的改变。正常状态下，锁存器是处于稳定状态的，要引

起它的翻转，就需要使锁存器的回路构成正反馈，从而处于不稳定的状态。噪声引

起的电路的偏置发生变化，就有可能引起正反馈。 

比如考虑如图 10 所示的由两个反相器构成的双稳态结构以及电压传输曲线。

容易证明，不管反相器的具体电路组成如何，只要反相器在传输曲线过渡区的小信

号增益大于 1，只有 A 点和 B 点是稳定的，C 点是一个亚稳态点。只要在 C 点有

一个小的扰动，由于反相器环路的放大作用，电路马上会回到 A 点或者 B 点。而

在 A 点和 B 点，环路增益远小于 1，所以即使有一个比较大的扰动也不能改变原
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来的状态。 

 

Vi1 Vo1=Vi2

Vo2=Vi1

Vo2

A

C

B

Vi1=Vo2

Vi2=Vo1

δ1 δ2

 

图 10  级联反相器和它们的电压传输曲线 

如果在反向器输入端的噪声足够大，结果改变了反相器的偏置，使之处在 C

点的附近，那么这个双稳态结构就发生了翻转。所以保证不会发生翻转的充分条件

就是： 

 1

1

1o

i

V
V

∂
<

∂
， 2

2

1o

i

V
V

∂
<

∂
 (13) 

在信号完整性分析的时候，可以检查噪声的幅度是否会达到使增益大于 1的偏

置来确保电路是可靠的。但是这样的检查依然过于保守，报出的很多的 Violation

并不会在实际流片后遇到。这时因为没有考虑逻辑门本身的低通滤波器的特性，取

决于噪声波形的形状和逻辑门的性质，噪声的峰值完全可能超过以上条件所规定的

阈值。这种动态的噪声阈值是依赖于噪声的时域特性的，所以为了尽量减少不必要

的误报，就需要得到准确的时域仿真信息，这也正是需要应用到模型降阶的地方。 
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Vout

Vin

P1

P2

dVout/
dVin

Vin

1

高增益区

低增益

区
低增益

区

实际允许范围 实际允许范围  

图 11  级联反相器的噪声容限 

 

2.3.2 噪声延迟分析 

在有串扰的情况下，信号通路上的延迟会发生变化。噪声延迟分析试图分析最

坏情况下延迟的变化。这种延迟的变化不仅取决于导线间寄生参数的大小，还与噪

声源的位置，噪声到达的时间等有关。比如考虑耦合互连线的例子，一般称受到串

扰影响的导线为受害者（Victim），称施加串扰的导线为入侵者（Aggressor）。噪

声延迟分析主要有以下几个步骤[30]： 

入侵者时延计算 

对于受害者来说，当导线上的电平发生变化时，并不知道入侵者产生的串扰什

么时候会到达，取决于到达的时间点，有可能对延迟有影响，也可能没有影响。为

了作最保守的估计，就必须考虑影响最大的一种情况，就是所有入侵者的毛刺噪声

在受害者电平变化到 50%的时候达到最大值。 

由于不同的入侵者本身的时间常数、和被害者耦合的位置等都不同，所以要计

算出毛刺到达被害者的时延。 

入侵者时延定义为从入侵者输入端发生 50%电平变化（ ）到被害者的噪声

达到最大（ ）的延迟。在计算一个入侵者（Agg1）时延的时候，其他入侵者

（Agg2）的输入端都接地，被害者的输入端接驱动器的输出阻抗。入侵者的耦合电

容除了连接到被害者的以外都接地。被害者的终端接的是下一级接收器的输入端电

容作为负载。 

1at

1vat
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图 12  入侵者相对受害者的时延 

被害者理想时延计算 

被害者时延指的是在没有串扰的理想情况下，从导线的驱动端到接收器引脚的

延迟，如图 13 所示。由于假设没有入侵者的影响，因此入侵者的输入端都接上驱

动器的输出阻抗，模拟驱动器在稳态时上拉或者下拉网路的阻抗。对于受害者则把

驱动器和导线一起仿真，驱动器的输入端加上适当斜率的阶跃输入，计算 50%-

50%的延迟（ ）。 2vt t− 1v

 

图 13  被害者的理想时延 
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延迟增量计算 

结合前两步的计算结果，为了使入侵者的噪声同时到达，且到达的时候正好是

被害者电平变化到 50%的时刻，在入侵者的输入端加上一个分段线性的驱动信

号，其偏移量等于被害者理想时延减去入侵者的时延，如图 14 所示。现在就可以

求出延迟变化的最大值。这时对于延迟增大的情形，如果噪声和信号变化的方向是

相同的话，延迟就会减小。计算延迟减小时，一般使噪声最大点和信号变化 5%的

时刻对齐。 

 

图 14  延迟增量计算 
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3 模型降阶算法及其对比 

90 年代以来，模型降阶技术得到了充分的发展。互连电路可以采用 RLC 模

型，并被描述为一个一阶线性微分代数方程的形式。对于该一阶系统，模拟降阶的

主流技术是基于 Krylov 投影、矩匹配和合同变换的降阶方法。线性投影降阶的终

极目标是同时保持降阶系统的结构、稳定性、无源性以及矩匹配的数目。这方面的

先驱性工作是 1990年美国德州大学奥斯汀分校的 Lawrence T. Pillage提出 AWE方

法[1]，但该方法由于显示计算矩而失去了数值稳定性，无法获得高阶模型。1995

年 AT&T Bell实验室的 Roland W. Freund提出的 PVL[3]、MPVL[4]类方法能够精

确匹配矩，也能保证降阶电路的稳定性，但不能保证电路方程的无源性。1998 年

L. Pillage等人提出的 PRIMA[7]可以达到MPVL的精度的同时能够保持降阶电路的

稳定性和无源性，但不能保持电路的结构，以至于很难作为实际电路综合，而且

PRIMA 只匹配了最优数量一半的矩。到 2004 年，R. Freund 提出了可以保持数值

稳定性、无源性，以及保证降阶系统结构的 SPRIM 算法 [8]，且精度高于

PRIMA，全面解决了基于一阶系统的 Krylov投影降阶问题。 

与此同时，模型降阶领域还衍生出了很多不同的方向。比如基于测量数据的降

阶算法[19][20]，多点匹配法[21][22]，针对 RCS 电路的二阶 Arnoldi 算法[23]，节

点消去法[10][24]。 

3.1 渐进波形求值算法（AWE） 

Lawrence T. Pillage是把模型降阶算法引入到电路仿真中的先驱，他在 1990年

提出的 Asymptotic Waveform Evaluation (AWE) 方法是模型降阶算法在电路仿真领

域的首次应用。虽然在现在看来，当时的方法比较原始，而且精度不高，电路的很

多其他特性也无法保证，但是这却是一个开创性的工作，使得当时对互连线时延的

计算的速度大大提高，并开辟了 EDA 方向的又一个研究热点。下面简要介绍一下

AWE的思想，这些概念将是我们研究模型降阶的基础。 
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3.1.1 传输函数 

由电路的MNA方程，它的传输函数可以表示为： 

  (14) ( ) ( ) 1H s =C sI A B−−

显然，这是 s 的一个函数。AWE 的基本过程是用电路传输函数 H(s)的极点和

余式的一个子集去近似原来的 H(s)： 

 1 2

1 2

q

q

kk kH(s)= + + +
s p s p s p− − −

 (15) 

其中 pi和 ki是分别是极点和余式。q是近似的阶数。这个式子很容易写成时域对

应的响应： 

 1 2
pp p q

1 2 q

tt th(t) k e k e k e= + +  (16) 

这就是我们时序分析所希望得到的。 

既然 和 都是 s 的函数，就可以用在某一频率点的泰勒展开来衡量它

们之间的近似程度： 

( )H s ( )H s

 0 0( ) ( ) ( qH s H s O )σ σ σ+ = + +  (17) 

这表示在 s0 点，降阶前后的传输函数的差别只在于高次项 qσ 。从而我们可以
认为在某一频率附近，降阶后的模型有着足够的近似度。 

 

由 Laplace变换的定义不难得出原电路传输函数的泰勒展开形式为： 

 

0 1 2

2 2

0 0

2 2

0 0 0

2
0 1 2

1( ) ( ) ( ) 1
2

1( ) ( ) ( )
2

st

m m m

H s h t e dt h t st s t dt

h t dt s th t dt s t h t dt

m m s m s

∞ ∞−

∞ ∞ ∞

⎡ ⎤= = − + −⎢ ⎥⎣ ⎦

= − +

= + + +

∫ ∫

∫ ∫ ∫ −  (18) 

其中 

 1 i
i

i
( )m (t)= t h(t)dt
i!
−

∫ ， 1,2,i =  (19) 

称为 的矩（moment）。这是因为这种积分的形式与概率论和物理学中( )H s
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“矩”的定义类似。 

 

AWE 使用矩匹配（moment-matching）来确定降阶模型，根据前面的定义，

的前 q 个矩 必须保持和实际电路的矩相等。对于 ，它的矩

可以用以上得到的矩的定义式得出，把(*)式用到应用到 上我们就得到： 

( )H s 0 1, , , qm m m −1 ( )H s

( )h t

 1 2

1 11 2

q
i

i+ i+ i+q

kk km
1p p p

= + + + ， 1,2,i =  (20) 

所以，对于 q 阶的近似会有 q 个未知极点（p1...pq）和 q 个未知余式

（k1...kq），一共是 2q个未知数。解 2q个未知数需要 2q个独立方程，它们是： 

 1 2 q(k +k + k )= m− 0  

 1 2

1 2

q
1

q

kk k( + + + )= m
p p p

−  

 1 2

2 2 21 2

q
2

q

kk k( + + + )= m
p p p

−  

                     

 1 2

2 1 2 1 2 11 2

q
2q 1

q q qq

kk k( + + + )= m
p p p −

− − −

−  (21) 

 

注意到等式右边是实际电路对于某个特定激励响应的 2q 个矩。响应的变量可

以是电压或者电流，而且只需要求解我们关心的响应。 

必须注意到，得到的这 2q 个方程并不是简单的线性方程，因此需要特殊的方

法去求解。首先通过解下面这个方程组得到特征多项式的系数 ： 0 1 1, , , qa a a −

  (22) 

0 1 1 0

1 2 1 1

1 2 2 1

 

q q

q

q q q q q

m m m a m
m m m a m

m m m a m

−

+

− − −

−⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ −⎢ ⎥ ⎢ ⎥ =
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ −⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦ 2 1

q

−

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦
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  (23) 2 1
0 1 2 1 0q q

qa a a aτ τ τ τ−
−+ + + + + =

这个特征多项式的根的倒数就是未知的q个极点。然后把计算得到的极点的值代入

方程组（*），此时这已经是一个线性方程组了，就能够求得所有的余式 。当

然，在求解的过程中仍然有很多特殊的情况，比如当有重极点的时候，方程组就会

变得奇异，但这都可以通过一些技巧解决。 

ik

 

 

接下来的一个问题就是对于一个实际的电路，如何快速计算出这 2q 个矩的

值。而且这里不仅要考虑计算速度的问题，还要保证算法的稳定性和精度。 

应用 AWE 算法计算互连线电流波形的一个例子是 Pillage 提出的 Rapid 

Interconnect Circuit Evaluation（RICE）[2]。RICE的巧妙之处在于它没有直接通过

矩阵运算去得到矩，而是利用电路自身的拓扑结构，通过反复迭代的直流分析，最

后计算出电路的矩。能够应用这一技巧的主要原因是观察到 RC 互连线模型在拓扑

结构上大致可以看成由电阻 R 组成的支撑树（spanning-tree）和由电容 C 组成的连

枝（branch）构成。所以可以用对树结构遍历的方法快速求解矩，而对于电路中不

符合这一要求的那些支路，也能通过其他的方法处理，但会牺牲掉一些性能。 

 

3.1.2 迭代求矩 

1. 把输入替换成与稳态值相等的直流激励源，所有电容替换成电流为 0的
电流源，所有电感替换成电压为 0的电压源。 

2. 对电路做直流分析，求得所有电压源的电流，作为其对应电感在本次迭
代中的矩。同样也求得所有电流源的电压，作为其对应电容在本次迭代

中的矩。 
3. 把输入替换成 0值激励源，并把电容电压源和电感电流源的值设为上一
次迭代的矩分别与电容、电感自身的值相乘后的结果，然后返回执行第

2步。 
4. 以此类推，迭代 q次后将得到电路的 q阶矩。 

 

这样的描述并不是很直观，能够这样做的推导如下： 

还是利用图 2中的电路，经过第 1步中的替换，电路将变成如图 15所示： 
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1 2 3G1 L1

C1 G2u

iL

iS

Vout

 

 

1 2 3G1

G2Vin iS

Vout

mC1

mL1

0A

0V

 

图 15  替换电感电容为特定的独立源 

因为是做直流分析，且所有的电容电流源、电感电压源都是 0值，所以该电路

的MNA方程就退化为 

 0 x u= − +G b  (24) 

解得 （以下的推导中将用[ ]1
0[ ] u−=x G b i表示第i次迭代）。电容和电感的 0阶

矩分别是对应电流源的电压和电压源的电流： 

  (25) 1 0 0

1 0 0

[ ] 2 [0 1 0 0 0][ ]
[ ] [0 0 0 1 0][ ]

C

L L

m v
m i

= =
= =

x
x

迭代的第 2 步，把电容、电感对应电源的值更新为上一次的矩与自身的乘积

（图 16）： 
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1 2 3G1

G20V iS

Vout

[mC1]1 C[mC1]0

L[mL1]0

[mL1]1

 

图 16  更新独立源的值 

这个新电路的MNA方程变成： 

 

1

11 1

21 1 0 1 1

0 3 12

1 1 0

[ ]

0 0 0 0 0 0 0 1 0
0 [ ] 0 0 0 0 1 0 0

[ ] 0 [ ]0 0 0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 [ ] 0 0 1 1 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1

C

LL

s

vG G
vC m G G
vG
iL m
i

− ⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡
⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢− ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢
⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢= = − +−
⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢− ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢
⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣⎣ ⎦

xG

C x G x

⎤
⎥
⎥
⎥ = −
⎥
⎥
⎥⎦

 

因此解得 

  1
1 0[ ] [ ]−= −x G C x

同样地，再把上述过程继续下去： 

  

1
2 1

1
3 2

[ ] [ ]

[ ] [ ]

−

−

= −

= −

x G C x

x G C x

经过 次迭代后就有： k

  (26) 1
1

1 1

[ ] [ ]
( )

k k
k u

−
−

− −

= −
= −

x G C x
G C G b

因此原电路传输函数的 i阶矩就应该是： 

 1[ ] ( )
T

T kk
k

xym
u u

− −= = = −
L L G C G b1  (27) 

另一方面，由矩的定义——传输函数 的泰勒展开系数，有： ( )H s
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  (28) 

1

1

2 2

0

( ) ( )
( )
[ ( )

[ ( ) ]

T

T

T

T k k

k

H s s
s
s s

s

−

−

∞

=

= +

= +

= − + − +

= −∑

-1 -1

-1 -1 -1

-1 -1

L G C b
L I G C G b
L I G C G C G b

L G C G b

]

所以通过迭代计算的到的矩正好就是我们想要的。事实上从上述推导过程也能

够看出，每次迭代中直流分析的求解过程其实就是完成了矩阵求逆并相乘的计算。 

 

3.1.3 直流分析 

很显然，在求矩的每次迭代过程中，最主要的工作就是解一个直流电路。电路

中只包含电阻、电压源和电流源。一般来说，直流分析有很多方法，关键是解一个

线性方程。考虑互连线网络具有树状的结构，因此可以采用一种特殊的方法来求

解，以提高 AWE的效率。 

 

比如对于图 17 (a)中的一个 RLC 电路，如果把电阻、电感以及独立电压源所

在的支路组成支撑树，电容所在的支路构成连枝，则它的拓扑图如图 17 (b)所示。

由于互连线的寄生参数大多数情况下，电阻和电感是沿着导线的，而电容多是对地

电容和两根导线之间的耦合电容，所以上述假设去掉一些特殊的支路后几乎总能成

立。 

 
 

图 17  一个 RLC电路与它的拓扑图（粗线支路为支撑树） 
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把 RLC 电路看成这样的树状结构的好处就是能够利用迭代的特点快速求解。

在迭代过程中，电容被替换成了电流源，电感被替换成了电压源，所以对于所有的

电容连枝，支路的电流都是已知的。而对于支撑树来说，电感支路的电压自然是已

知的，而电阻支路如果能够求得电流的话那么电压也可以知道。 

 

基于这种思想，只需要对支撑树进行两次深度遍历就可以完成一次直流分析： 

第 1步. 反向深度遍历 

首先从一个叶节点开始，访问某一个节点的时候，把它所有从子节点来的树枝

的电流与同它相连的连枝的电流求和，并由 KCL 定律可以马上知道求和结果就等

于该节点向上树枝的电流（图 18）。 

3 4

5

1 2

i1
i2

i3

i4
节点序号表示访问顺序

i4支路的电流为：
    i4 = i1 + i2–i3

 

图 18  反向深度遍历 

反向遍历保证了遍历的时候只有当从一个节点所有子节点来的支路的电流都已

知时才计算该节点到父节点支路的电流。这一遍历过程一直进行到根节点为止，这

样所有支路的电流都是已知的了。其中电感支路的电流就是我们要求的矩，而电阻

支路的电流将在前向深度遍历中用来计算电阻两端的电压。 

第 2步  前向深度遍历 

从根节点开始，计算每一个节点的子节点的电压。子节点的电压等于父节点的

电压减去父节点到子节点的支路上的电压降。对于电压源支路和电感支路，因为在

迭代之前电感已经被替换成了电压源，所以它们的支路电压都是已知的。对于电阻

支路，因为在反向深度遍历中已经求得了支路电流，所以只需要乘以电阻的阻值就

能得到支路电压。节点访问的顺序为反向深度遍历的逆序，这保证了只有当一个节

点的父节点电压已知时才计算该节点的电压。 

遍历一直进行到访问过所有的节点为止，这样每一个节点的电压就是已知的

了，把电容两端的电压相减就能求出电容支路上的电压，也即电容对应的电流源的
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电压。 

 

研究后可以发现，上述遍历过程只取决于电路本身的拓扑结构，是在电路存在

的时候就已经确定的。虽然每次迭代中各电流源、电压源的值发生变化，但不改变

计算的公式。因此，如果每次迭代都重新遍历就显得有些多余。一种更有效率的方

法是可以仅对支撑树遍历一次，记录下每个支路电流、电压的计算公式，然后迭代

的时候把具体的数值代入即可。 

 

3.1.4 Elmore延迟 

如果把上述的降阶算法应用于 RC 电路，就能够发现互连线延迟计算中常用的

Elmore延迟实际上就是一阶的 AWE的结果。比如对于如图 19所示的 N阶 RC阶

梯： 

R1 R2

C1 C2 CN-1 CN

RN-1 RN

Vin VN

 

图 19  一个 N阶 RC阶梯 

 

根据Elmore延迟，VN端的时间常数为[27]： 

 1 1 2 2 2
1

( ) ( )
N N

N i j N N N
j i

NR C R C C C R C C R Cτ
=

= = + + + + + + + +∑ ∑  (29) 

下面我们将用 1阶的AWE计算VN端的延迟。 

由于只计算一个极点和余式，所以降阶模型的传输函数可以写成： 

 1

1

kH(s)=
s p−

 (30) 

用树状结构画出电路的拓扑图（图 20）， 
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R1 R2 RN-1 RN

C1 C2 CN-2 CN-1 CN

 

图 20  N阶 RC阶梯的拓扑图 

首先把所有的电容替换成 0 A的电流源，这相当于电容支路全部开路，容易计

算得出此时各个节点上的电压都等于输入电压Vin，简单起见，我们设输入电压为

1V。那么所有电容的 0 阶矩就等于电容上的电压：1V。而CN上的电压就是输出电

的矩： 

 0 1m =  

接着进行下一次迭代，更新电容电流源的值为上一次的矩与电容值的乘积，因

为上一次的矩都等于 1，所以电流源的电流就等于对应的电容值。 

进行一次反向深度遍历，容易得出各个电阻支路上的电流分别是： 

  (31) 1 1 1

1 1 2 1 2

RN CN N

RN CN RN N N

R C R

i i C
i i i C C

i i i C C C

− − −

= =
= + = +

= + = + + + N

N

j

再进行一次前向深度遍历，得到： 

  

1 1 1 1 1 1 1 2

2 1 1 1 2 1 1 2 2 2

1 1 1 1 1 2 2 2

[ ] 0 ( )
[ ] [ ] ( ) ( )

[ ] [ ] ( ) ( )

R R N

R N N

N N RN N N N

V V i R R C C C
V V V R C C C R C C

V V V R C C C R C C R C−

= − = − = − + + +
= − = − + + + − + +

= − = − + + + − + + − −

这样就求得了 1阶矩 

 1 1
1

[ ]
N N

N i
j i

m V R C
=

= = −∑ ∑  (32) 

接下来需要求解 和1k 1p ，这需要两个方程： 
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1 0

1

1

1

k m
k m
p

− =⎧
⎪
⎨− =⎪⎩

 (33) 

把（x）式和（x）式代入，有 

 
1 0

1
1

1

1
N N

i j
j i

k m

p m R
=

= − = −⎧
⎪
⎨ = = −⎪
⎩

C∑ ∑
 (34) 

由此求得的时间常数也是 

 1

11

N N

N i
j i

p
jR C

k
τ

=

= =∑ ∑  (35) 

这就说明了 Elmore延迟其实是 AWE的一种特例，即一阶的情形。 

3.1.5 AWE的性能 

对于如图 21的一个简单的 RC ladder： 

 

图 21  两种基本的 RC互连线电路模型 

 

RICE可以达到比 PSPICE快得多的速度[2]： 
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表 1  RICE和 PSPICE运行时间对比 

RICE（秒） 
类型 节点数 支路数 

分析 建立 计算 总计 

PSPICE

（秒） 

2000 4000 0.49 0.11 0.07 0.67 98.15 
RC树 

8000 16000 2.33 0.48 0.28 0.28 1170.67 

1600 4000 0.58 0.11 0.07 0.76 97.60 耦合 RC

树 6400 16000 3.38 0.44 0.30 3.02 908.7 

 

同时还能保证相当高的精度： 

 

图 22  RICE和 PSPICE的仿真波形对比 

可见，模型降阶后既提高了仿真速度，还依然可以满足一定的精度，这对于大

规模的电路仿真尤其重要。 

3.2 Pade Via Lanczos（PVL） 

这种方法是 1995年由 Bell实验室的数学家 Roland W. Freund提出[3]。它是一
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种通过 Lanczos过程计算大规模线性网络的 Laplace域传输函数的 Pade近似的一种

算法。它的最大特点就是拥有非常高的稳定性，但同时保持了和通过矩匹配计算

Pade近似的 AWE算法一样的效率。而且这个算法还提供了一个方法可以计算所得

到的极点与真正极点之间的误差有多大，从而保证了降阶计算的质量。 

 

3.2.1 AWE的缺点 

虽然 AWE 在电路的模型降阶上取得了巨大的成功，但从实验的结果来看，它

仍然存在这不少限制，既有数值计算方面的，也有实际应用方面的。 

首先 AWE 的一个最主要的不足就是降阶模型的阶数不能太高，也就只能产生

少数几个精确的极点和零点。因此，对于 RC 互连线这种简单的电路来说这已经足

够胜任了，但是如果对于更加复杂一些的电路，比如有电感或者互感的，AWE 往

往不能得到精确的结果。 

AWE 是依靠匹配降阶模型和实际电路的矩（momemt）来确定降阶模型的极

点和余式的，这是一种基于 Pade 近似的方法。在理想情况下，如果匹配足够多的

矩，就可以任意提高算法的精度， 就会无限接近 ，但是事实上并不是这

样。一般来说，在 10阶以下，增加阶数还能够提高精度，但是超过 10阶之后，精

度就无法继续提高了。 

( )H s ( )H s

 

图 23  AWE不同阶数的降阶结果对比 
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从图 23 中可以看出，5 阶的AWE相对于 2 阶在匹配的频率范围上有了很大的

提高，但是当阶数增加到 8 阶后，并没有像想象的一样能够在 107Hz以上的频率范

围收敛于实际值，而对于 8 阶以上则己经和 8 阶几乎重合，无法进一步提高精度

了。 

   AWE在求解极点的过程中，必须要求解一个这样的方程： 

  (36) 

0 1 1 0

1 2 1 1

1 2 2 1

 

q q

q
q q

q q q q q

m m m a m
m m m a m

m m m a m

−

+

− − −

−⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ −⎢ ⎥ ⎢ ⎥=
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ −⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

M a

2 1

q

−

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

在实际计算的时候就会发现，当阶数 q 增大后，方程的系数矩阵 的条件数

cond( )急剧变大。 的条件数表示舍入误差对方程数值求解结果的影响程度，

条件数每增加 10倍，求解结果的有效数字就丢失一位。所以对于用 16为存储的浮

点数来说，当 cond 超过 后，计算的结果就已经毫无意义了。对于上面的

例子，表 2列出了 cond( )随 q增加的趋势[3]： 

qM

qM qM

( )qM 1610

qM

表 2  图 23例子中 的条件数随阶数的变化 qM

 
AWE 中还提出了一种提出用频率变换的方法减缓条件数恶化的速度，不过即

使是这样，也不能带来多大的改善。这些补救的方法在实际运用过程中的可操作性

并不强，很多都是启发式的算法，不能自动根据实际问题应用，而且也增加了计算

量。 

    导致这一问题的原因并不在于 Pade 近似的理论有什么差错，而是 AWE
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在实际计算过程中带来的副作用。AWE 对于实际电路矩的计算是通过显示计算来

进行的，即使是在 RICE中用遍历和迭代的方法也是一样，实际上都是在计算： 

 ，
1 1( ) ( )T k

k

T k

m − −= −

=

l G C G b

l A r
0,1,k =  (37) 

这种对矩阵 迭代相乘的结果就是随着k的增大， 很快就收敛于 最大特

征值所对应的特征向量。由此计算出来的矩

A kA r A

km 也就仅包含了 的一个特征值的信

息，这并不符合我们的期望，理想情况下随着阶数的增加，矩应该越来越多的携带

特征值的信息，只有这样才能提高降级模型对原电路的近似程度。 

A

A
 

3.2.2 PVL算法 

 

Lanczos 算法是 1950 年由数学家 Cornelius Lanczos 提出的用于计算矩阵特征

值的方法[11]，该算法通过迭代过程把一个方阵 A化简为一系列三对角矩阵。 

 

算法的主要过程如下： 

 
Lanczos过程 

输入：  , ,A r l
输出：  , , ,q q q qV W D T

0) 初始化，令 1 1 1 1 1 12 2
, , / , /r l v r w lρ η ρ η= = = = ，并设 0 0 0v w= = ， 0 1δ = 。 

For 1, 2, ,  do:n q=  

1) 计算  T
n nw vδ = n

2) 计算 , ,n n nα β γ  

 
1

, ,
1

T
n n n n

n n n n
n n n

w Av δ δ
nα β η γ

δ δ δ−

= = =
−

ρ

1 n

 (38) 

3) 计算  ,v w

 1 , T
n n n n n n n n nv Av v v w A w w wα β α−= − − = − − γ−  (39) 

4) 令 1 1,n nvρ η+ += =
2 2

w ，并计算 
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 1 1
1 1

,n n
n n

vv w w
ρ η+ +

− +

= =  (40) 

5) 最后得到： 

 

1 2

2 2 3

3

0 0

0 0

0 0

q

q

q q

T

α β
ρ α β

ρ
β

ρ α

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

，

1 2

2 2 3

3

0 0

0

0 0

q

q

q q

T

α γ
η α γ

η 0
γ

η α

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

 (41) 

 

 ，1 2[ ]q qV v v v= 1 2[qW w w w ]q=  (42) 

以及 

 1 2( , , , )T
q q q qD W V diag δ δ δ= =  (43) 

 

Lanczos算法得到的矩阵满足以下性质： 

1. 向量 和 互相正交 1
1{ }qn nv +
=

1
1{ }qn nw +
=

 
, if  

0, if  
jT

j k

j k
w v

j k
δ =⎧

= ⎨ ≠⎩
  , 1, 2, , 1j k q= +  (44) 

2. 三对角矩阵和 A之间满足 

 
1 1

1 1

[0 0 ]

[0 0 ]
q q q q q

T
q q q q q

AV V T v

A W W T w

ρ

η
+ +

+ +

= +

= +
 (45) 

3. 从投影的角度来看， 是 A 最佳的 q 阶近似，而这种近似仅用到了两个

Krylov子空间的信息： 

qT

  (46) 
1

1 1 1 1

1
1 1 1

( , ) { , , , }

( , ) { , , , ( ) }

q
q

T T T
q

K v A span v Av A v

K w A span w A w A w

−

−

=

= 1
q

4. 实际上是 A 投影到 上且正交投影到 的结果。而这种

投影的近似度即使是在 q远小于 A的阶数的情况下也是很好的。 

qT 1( , )qK v A 1( , )TqK w A
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qT 的特征值是对 A的特征值的近似。这一点可以从式(45)看出来。事实上，如

果迭代的次数足够多， 和1qv + 1qw + 就会变得很小，以至于可以忽略。这样式(45)就

简化成： 

 q qAV V Tq=  (47) 

所以若λ和 x分别是 的特征值和对应的特征向量，则有 qT

 
    ( ) ( )
q

q q q q

T x x

A V x AV x VT x V x V xq

λ

λ λ

=

⇒ = = = =
 (48) 

即λ也是 的特征值，对应的特征向量为  A qV x

 

5.  Lanczos算法还有一个最重要的性质，就是 qT 在匹配最多矩的意义下，也

是 A的最好的近似。正是这一个性质使得Lanczos算法能够在电路模型降阶中发挥

独特的作用，前面提到的AWE就是通过匹配矩来确定降阶模型的。 

这一性质可以从式(45)中看出。在式(45)的等号两端同时乘上 A，可以得到 

  (49) 

1 1

1 1

1 1

1 1 ,       0,1, , 1

j j

j

j
q

j
q q

A r A v

A v

A V e

V T e j q

ρ

ρ

ρ

ρ

=

=

=

= = −

q∈

−

)

其中右乘 表示左边矩阵的第一列。 1 [1 0 0]Te =

同样的我们还可以导出 

  (50) 1 1

1
1 1 1

( )

,     0,1, , 1

T j T T j T
q q

T j T
q q q

l A e T W

e T D W j q

η

η δ −

=

= =

因此由矩的表达式 

 ( )(T k T k k
km l A r l A A r′ ′′= =  (51) 

必然存在这样的 和 使得满足 k ′ k′′

  (52) 

1
1 1 1 1 1

1
1 1 1 1 1

1 1

( )(

( ) ( )

( ) ( )

T
q

T k T k
k q q q q

T k T k
q q q q q

Dl r

T T k
q

m e T D W V T

e T D W V T e

l r e T e

η δ ρ

η δ ρ

′ ′−

′ −

=

=

= ⋅

)q e
′

′′

所以有 
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  (53) 

1
1 1

1 1
0

2 1
2

0

( ) ( )

( )

T T
q q

T T k k
q

k

q
k q

k
k

H s l r e I sT e

l r e T e s

m s O s

−

∞

=

−

=

= ⋅ −

=

= +

∑

∑

这证明了 ，即 是 的近似，且匹配了前 2q 个

矩。 

2( ) ( ) ( )qqH s H s O s= + ( )qH s ( )H s

 
PVL算法 
 

输入：  , , ,C G b l

输出： ,p k  

1）令  1 1,A G C r G− −= − = b
2）执行 q步 Lanczos过程，  ( , , )qT Lanczos A l r=

3）计算 的特征值分解 qT

 1
1 2( , , , )q q q qT S diag Sλ λ λ −=  (54) 

并令  1
1 1,T

q qS e S eµ ν −= =

4）计算 的极点和余式， qH

 1/ ,     
T

j j
j j j

j

l r
p k

µ ν
λ

λ
⋅

= = ， 1,2, ,j q= ， 0jλ ≠  (55) 

如果 0jλ = ，则令 

 
0
0j

q
T

j j
j

k l r
λ

µ ν∞
=
=

= ⋅∑  (56) 

 

3.2.3 PVL的优点 

PVL和 AWE一样，最后也是满足了降阶模型和实际电路的若干个矩相等，从
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而保证了降阶模型的传输函数能够达到一定的近似度。但是 PVL 的高明之处就在

于避开了显式计算电路的矩，这在 AWE 中被证明是导致精度不能提高的主要原

因。PVL 的三对角化过程实际上是用到了两个 Krylov 子空间 和

的信息。这两个空间的基 如果乘上 正好是 AWE 中的

矩。但是从递归的过程可以看出，PVL并不直接计算 ，而是一边计算一边做投

影，相当于正交化的过程。所以说 PVL 是隐式的矩匹配，而且在三对角化得到

后实际上已经的得到了降阶模型的传输函数 ，并不需要像 AWE 一样计算极

点和余式。如果要求极点也是比较容易的， 

1( , )qK v A

1( , )TqK w A 1
1 1 1{ , , , }qr Ar A r− Tl

1
kA r

qT
( )qH s

 

AWE 的另一个不足之处是没有一个理论的证明能够预测降阶模型近似的程度

究竟有多少。PVL可以给出极点近似的误差范围。 

首先我们可以从(55)中看出，q 阶 Pade 近似 的极点就是 Lanczos 矩阵 特

征值的逆。另一方面，实际电路传输函数 的极点也是 的特征值的逆。因此对

于 的极点的近似程度的衡量就可以通过检验 的特征值和 的特征值的接近程

度来进行。 

qH qT

H A

qH qT A

令 jλ ∈ ， 是 的一对特征值和特征向量。因此就有， q
js ∈ qT

 q j j jT s sλ=  (57) 

然后我们令 

 j qz V s j=  (58) 

其中 是 Lanczos过程中定义的。利用(57)，(58)以及式(45)，就可以得到 qV

 1 1j j j q qAz z v sqjλ ρ+ +− =  (59) 

其中 是向量 的最后一个元素。对(59)取模且由于qjs js 1 2
1qv + = ，则有 

 12

2 22 2

j j j q qj

j j

Az z s

A s A s

λ ρ +−
=

⋅ ⋅
 (60) 

更进一步，我们还可以估计
2

A 的大小， 
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2 2 21,2, ,

max { , } ( )T
n nn q

A Av A w
=

≥ n A=  (61) 

结合式(60)和式(61)就有 

 12

2 2 2
( )

j j j q qj
j

j j

Az z s
Q

A s n A s

λ ρ +−
= =

⋅ ⋅
 (62) 

这样 就表示了jQ ( , )j jzλ 与 A 的特征值对的近似程度有多好，也就检验了 PVL

得到的极点 1/jp jλ= 的品质。因此就可以用 来过滤出那些极点是收敛于 H 的真

正的极点的。 

jQ

 

3.2.4 PVL的性能 

用 PVL 算法处理一个混合信号 ASIC 标准单元的完整的电源网格[12]，如[13]

描述的包括了一些衬底接触和衬底耦合/去耦。这个模型包含了 1074 个电源总线

段、36 个单元模型、一个粗略的10 10 1× × 的衬底网格。产生的 MNA 矩阵的大小

有1766 。我们想知道单元的开关电流对 VDD和 GND的影响。图 24给出了

由 PVL算法的 50次迭代得到的相应传输函数的幅度和相位，与 AC扫描的结果的

比较。可以看到符合程度相当高，一直到 5GHz， PVL 的结果和 AC 扫描基本完

全重合。 

1766×

 

图 24  混合信号电路仿真结果，左图：幅度，右图：相位 
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3.3 无源互连线宏模型降阶算法（PRIMA） 

这个算法是 1998 年由 Odabasioglu 等人发表的[7]，它主要针对 block Arnoldi

算法[14]不能保持模型无源性的问题加以改进。对于一个电路系统，通常都可以把

它分为线性元件和非线性元件两个集合，而所有的线性元件可以组成一个 N 口网

络（图 25），它的特性完全由端口上的 Y参数或者其他参数决定（图 26）。 

线性原件

非线性原件

非
线
性
原
件

非线性原件

非
线
性
原
件

降阶宏模型

 

图 25  线性元 件等效为一个降阶的宏模型 

1 11 1 1

1

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

N

N N NN N

I s Y s Y s V s

I s Y s Y s V s

⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥=⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

…

…

由N个电压电流关系定义的
N端口线性电路( )NI t

1( )I t

1( )V t +
−

2 ( )V t +
−

 

图 26  多口网络的表示式 

3.3.1 电路的无源性 

一般来说电路中的线性原件的数量远大于非线性原件，所以模型降阶主要是作

用在线性原件组成的网路上。把降阶后得到的宏模型再和非线性原件一同放入仿真

器。在求解降阶模型的过程中，不但对模型的精度有所要求，而且还需要考虑两个

重要的电路特性。 

1. 稳定性（Stability） 

一个系统，如果对任意的有界输入，其零状态响应也是有界的，则称该系统是

有界输入有界输出（BIBO）稳定的系统，简称稳定系统[28]： 

对所有的激励信号 
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 ( ) ee t M≤  (63) 

其响应 满足 ( )r t

 ( ) rr t M≤  (64) 

则称该系统是稳定的。 ,e rM M 都是有界正值。 

一般难以验证以上的稳定性定义，但是还有一个比较简单的判据： 

若传输函数 的全部极点位于 s 平面的左半平面（不包括虚轴），即所有

的极点都有负实部，那么系统是稳定的。 

( )H s

 

稳定性在 AWE 和 PVL 中都很容易检验，而且在 PVL 中还可以证明，如果降

阶后带来了正实部的极点，那么有两种情况：1. 实际电路本身的确是不稳定的，

这时 就会很小。2. 由 PVL 算法带来的不稳定极点。这种极点的余式都很小，所

以几乎不影响降阶模型的传输函数 ，因此可以直接把它们去除。 
jQ

qH

 

2. 无源性（Passivity） 

无源系统表示一个系统无法自己产生能量，而可以从其他的激励源吸收能量。

可以证明，无源系统必然是稳定系统，但是反之不成立[15]。对于电路仿真模型来

说，保持无源系统的无源性是需要满足的一个重要特性，因为稳定但非无源的宏模

型当和其他稳定、甚至无源的负载连接的时候仍然可以产生不稳定的系统。模型降

阶的主要对象是互连线网络，通常都是由 RLC 组成的，因此是无源系统。当把降

阶得到的宏模型放入仿真器和其他的模型一起仿真时，并不能够保证整个系统是稳

定的，也就不能得到可靠的结果。 

 

图 27  一个由稳定模型组成的不稳定系统 
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比如在图 27 中，模型 是稳定的，和它并联的另一个系统 是由无源

元件组成的，因此也是稳定的。两者组成一个整体后的输入点导纳为

，很显然它有一个虚轴上的极点，是不稳定的系统。 

1( )Y s ( )drY s

1( ) ( ) ( )CY s Y s Y S= + dr

为了体现无源性的重要意义，我们考虑一个有损传输线，由 40个集总 RLC段

的模型表示[7]。模型的降阶算法使用 PVL 和 PRIMA（5 极点）。虽然 Pade 近似

得到的所有极点都是稳定的（负实部），但整个系统却是不稳定的。而 PRIMA 的

近似度和真实响应十分吻合（图 28）。 

 

图 28  稳定但非无源的宏模型 

3.3.2 PRIMA算法 

PRIMA也是用 Pade近似去寻找降阶模型的，而且为了保证数值稳定性，没有

去 显 式 计 算 矩 ， 而 是 用 Arnoldi 过 程 求 得 Krylov 子 空 间

的一组正交基。Arnoldi 过程实际上是一种改进的

Gramm-Schmidt正交化，算法流程如下： 

1( , ) { , , , }q
qK A r span r Ar A r−=
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Arnoldi过程 

输入：  , ,A r q

输出：  1 1, , ,q q q j jV v H h+ + ,

0）设 1 /v r r=
2
 

For 1, 2, ,j q=  

1）令 ，正交化： jw Av=

For  1, 2, , 1i j= −

,
T

i j ih w= v  

,i j iw w h v= −  

2）令 1,jh j w+ =
2 1,j j+

q

q

， ，返回执行 1） 1 /jv w h+ =

 

最后得到 

  (65) 1 2

,

[ ]

( ) ,   1, 2, ,
q

q i j

V v v v

H h j

=

= =

qV 中的 个向量是相互正交的： q

 T
q q qV V I=  (66) 

且它们就是 的一组基。 ( , )qK A r

qH 是一个 的上 Hessenberg 矩阵，其中的元素是 Gramm-Schmidt 正交化

的系数。且它们之间满足以下性质： 

q q×

  (67) 1, 1
T

q q q j j qAV V H h v e+ += + q

q如果不考虑最后列的误差，就有 q qAV V H= ，两边左乘 就有 T
qV

  (68) T
q qV AV H= q
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Arnoldi降阶算法 

把 Arnoldi 算法应用在降阶领域并不是 PRIMA 首先提出的[5]，一种传统的方

法就是在得到了 的基之后，我们对MNA方程(3)进行变量替换： ( , )qK A r

 n q qx V z=  (69) 

注意这里 nx 是一个 n维向量， 是一个 q维向量，qz
n q

qV
×∈ 。如果 ，则

现在系统的状态变量的个数比原来少了很多。把式(69)代入 MNA 方程，并左乘

有： 

q << n

T

1TV G−

  (70) 
1 1( ) ( ) ( )T T T

q q q q q q q

T
q q

V G C V z V V z V G b u

y l V z

− −− = −

=

把式(66)和式(68)代入得到了新的系统方程，这个系统只有 q阶了： 

  (71) 
T

q q q q

T
q q

H z z V ru

y l V z

= −

=

降阶系统的传输函数就是 

  (72) 1( ) ( )T
q q q qH s l V I sH V r−= −

 

PRIMA算法 

PRIMA 的方法是直接对 MNA 矩阵中的 进行降阶，因此保持了无源

性。设

, , ,C G b l

X 就是 Arnoldi 过程得到的 Krylov 子空间的一组正交基，在变量替换

n qx Xx= 后，对MNA方程左乘 TX ，方程变为： 

 
( ) ( ) (

( )

T T
q q

T
q

)TX CX x X GX x X b u

y l X x

= − +

=
 (73) 

所以得到的降阶模型的MNA矩阵为： 

  (74) 
T T

T

C X CX G X GX

b X b l X l

= =

= = T
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这里之所以用 X 表示Arnoldi算法中的 qV 是因为PRIMA算法的本质是要寻找一

个合同变换矩阵，它的列向量是Krylov子空间 ( , )qK A r 的一组正交基，而Arnoldi过

程只不过是产生这组基的一种方法而已，并不局限于Arnoldi，任何可以找到这组

基的算法都可以用于PRIMA。可见PRIMA对变换矩阵的要求并不十分苛刻，实际

上只需要满足以下两个条件即可： 

 
( ) ( , )q

T
q

colsp X K A r

X X I

=

=
 (75) 

3.3.3 保持矩 

由于是直接对MNA矩阵降阶，所以降阶模型的矩的计算方法和原来一样： 

  (76) 1 1( ) ( )T i T
im l G C G b l A r− −= − = i

q

对式(76)展开并作适量代数运算后可以证明 

 ，T i
i im l A r m= = 1,2, ,i =  (77) 

说明 q阶的降阶模型（指的是降阶后状态变量的个数为 q个）能够保持实际电

路的前 q 个矩。PVL 的 q 阶模型可以保持原电路的前 2q 个矩，所以 PRIMA 在阶

数相等的条件下精度还是要比 PVL差一点，没有匹配最多的矩。 

 

3.3.4 保持无源性 

PRIMA 的优越性在于它能够保持降阶模型的无源性。如果用无源网络端口上

的导纳矩阵来表示，降阶系统无源的充分必要条件是： 

1）对于所有的复数 s，都有 ，“*”表示共轭。 * *( ) ( )Y s Y s=

2） 对于所有的满足 的复数 s和所有的复向量 都有 ( )Y s Re( ) 0s > z

  (78) Re( ( ) ) 0Hz Y s z ≥

由于降阶后的矩阵 都是实的，因为变换矩阵, , ,G C b l X 是实的，所以条件 1）

总是满足的。而第二个条件通过一些代数运算也可以证明，详细的证明过程请参看

文献[7]。这里需要注意的一点是在证明无源性的过程中，没有对变换矩阵 X 作出
什么要求，因此只要降阶系统是通过式(74)的变换得出的，总是可以保证无源性成

立。这个性质为 X 的选取提供了便利。 
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3.4 保持结构的互连线降阶模型（SPRIM） 

PRIMA算法的优点是能够在匹配矩的同时保持电路的无源性（passivity），但

是它没有保持电路结构的特征，这使得 PRIMA 的模型难以综合成实际电路。而且

另一方面，相对于其他的矩匹配降阶技术，PRIMA 也只匹配了它们一半的矩。

SPRIM算法[8]对 PRIMA做了改进，既拥有 PRIMA 的优点：保持无源性，还能够

保持电路结构，而且在相同的计算量下，矩匹配的数量是 PRIMA 的两倍，因此精

度也有所提高。 

 

3.4.1 变换矩阵的选取 

PRIMA 是用合同变换的方法直接对 MNA 方程的矩阵降阶的，这个变换矩阵

X需要满足的条件是它的列向量必须是 Krylov子空间的基： 

 ( ) ( , )qcolsp X K A r=  (79) 

已经证明，由此得出的降阶模型 

  
T T

T T

C X CX G X GX

b X b l X l

= =

= =

能够保持 个矩不变。 q

通过研究证明过程不难发现，式(79)的条件还可以放宽，变换矩阵 X 可以包含

更多的列，只要 X满足列向量空间包含 Krylov子空间 即可： ( , )qK A r

  (80) ( , ) ( )qK A r colspan X⊆

而降阶的方法和 PRIMA一样。 

 

在第一章中已经提到，MNA 矩阵并不是任意形状的，而是具有一定的结构特

征。简单起见，只考虑电流源输入的 Z参数模型，其MNA矩阵为 

  (81) 
( ) (s

T
i

G sC X BI s

V B X

+ =

=

)

其中各MNA矩阵都可以写成分块的形式 

 ，1 2

2 0

TG G
G

G
⎡ ⎤

= ⎢ ⎥−⎣ ⎦

1

2

0
0
C

C
C

⎡ ⎤
= ⎢ ⎥
⎣ ⎦

， 1

0
B

B ⎡ ⎤
= ⎢ ⎥
⎣ ⎦

 (82) 

传输函数等于： 
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 1( ) ( )TZ s B G sC B−= +  (83) 

现在我们把原来 阶的变换矩阵 X按照 G的分块大小写成： n q×

 1

2

X
X

X
⎡ ⎤

= ⎢ ⎥
⎣ ⎦

 (84) 

然后令新的变换矩阵等于 

 1

2

0
0
X

X
X

⎡ ⎤
= ⎢ ⎥
⎣ ⎦

 (85) 

这时 X 是一个 的矩阵，且容易证明 2n q×

  (86) ( ) ( )colspan X colspan X⊇

所以式(80)的条件可以满足。所以由这个新的变换矩阵得到的降阶模型一定至

少可以匹配和 PRIMA 一样多的矩。而事实上还可以证明它可以匹配两倍于

PRIMA的矩，更可贵的是降阶后模型的分块形式得以保留。 

3.4.2 SPRIM的性能 

虽然降阶后的模型比 PRIMA 大了一倍，但降阶的计算量主要集中在求解

Krylov子空间上，所以并没有比 PRIMA增加多少开销。另一方面，SPRIM可以写

成二阶形式，即 

 1 1
1 1 1 2 2 2

1( ) ( )T T
1Z s B sC G G C G B

s
− −= + +  (87) 

其中 是降阶后所保持的分块。可见，利用二阶形式后，SPRIM

和 PRIMA的状态空间是相等的。 

1 2 1 2 1, , , ,G G C C B

 

3.5 其他的降阶方法 

3.5.1 节点消去法 

前文介绍的模型降阶方法都是属于 Krylov子空间投影技术，本质上都是 AWE

不断改进的结果。这些方法的一个缺点是降阶后的模型是不可实现的。这就是说，

虽然这些方法保持了端口上的电器特性（对传输函数近似），但是最终结果都是把
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一个 RLC 电路变成了数学上等价的宏模型——矩阵、极点等。对这些降阶模型的

实际应用需要特殊的仿真器，或者至少对标准的仿真器进行改造。 

实际上还有一种完全不同的思路，称为可实现的（realizable）模型降阶。这种

方法希望能够做到 SPICE-in，SPICE-out 的降阶过程，降阶后得到的还是可以直接

仿真的 SPICE 网表，不但更加直观，而且无需对仿真器作任何改造，拿来直接就

可以使用。 

TICER（Time Constant Equilibration Reduction）[10]就是基于这种思想提出的

一个比较实用的方法。它的优点在于： 

 降阶得到可实现的 RC网络 

 保持指定的内部节点不变（即确保关键节点不被影响） 

 可以处理比较大的网络 

 保持直流和交流特性 

 控制精度 

TICER 指出了节点的时间常数的重要性。由简单的电路分析知识，对于一个

RC 网络，任何一个节点根据和它相连的电阻、电容的大小，都可以计算出一个时

间常数。简单来说，一个节点的时间常数就是该节点到其他节点以及到地的总电容

除以和它连接的电导之和。 

我们分析电路的时候，通常只考虑某一个频率范围内的电路行为。针对这个频

率范围，可以把节点根据时间常数分类为快节点、慢节点和普通节点。过快和过慢

的节点实际上在关心的频率范围内对电路的影响并不大，所以可以把这些节点从网

络中去除，来减小电路的规模。这种消去电路中快节点和慢节点的过程称为时间常

数均衡，原始电路节点的时间常数分布的很广，均衡后将集中在某一个频率范围附

近。 

TICER 在消去节点的时候利用了忽略小量的近似方法，在消去的同时，周围

的节点之间添加电阻和电容。每次处理一个节点，并优先考虑度数低的节点，对于

稀疏图（边数比较少，对于大多数电路都是成立的），TICER 的计算量和消去的

节点数成正比。 
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图 29  节点消去的过程 

这种节点消去的降阶法特别适用于参数抽取工具。这些工具通常在版图发生几

何变换的地方插入节点，比如转角、过孔等，因此抽取得到的参数有很多小的值，

也有一些比较大的值。所以节点的时间常数变化会比较大，正好可以利用此方法消

去一些节点减小网表的规模。节点消去法可以作为其他模型降阶方法的一种前导工

序，寄生参数抽取后通过节点消去，再输入投影降阶算法，可以获得更好的效果。 

 

TICER 只是针对 RC 电路，近几年来，对于包含电感的电路是研究的热点。

RCLK 压缩[16]，广义Y 变换[17]，支路融合[18]等技术的提出逐渐解决了电感

和互感的问题。到目前为止，这一领域仍是值得研究的方向。 

−∆

 

3.6 基于可观测标准型的模型降阶算法 

模型降阶问题最初是来源于自动控制领域。控制理论解决线性系统问题往往是

抽象成一个状态空间求解，在这方面有着成熟的理论。电路的改进节点方程

（MNA）实际上也可以看成是状态方程。下面我们将提出一种基于状态变量分析的

模型降阶算法。 

 

3.6.1 系统状态方程 
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系统状态方程是一阶联立微分方程组，方程左边是各状态变量的一阶导数，而

右边是状态变量和激励函数的线性组合。状态方程的建立有多种方法，直接法多用

于计算机辅助网络分析设计，间接法可由系统的输入输出方程或者系统函数来建立

状态变量方程。 

系统状态方程一般总是可以表示成矢量矩阵的形式 

 
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

d x t Ax t Bu t
dt
y t Cx t Du t

= +

= +
 (88) 

从方程的形式上可以看出，这和电路的改进节点方程十分相像，区别仅在于微

分方程系数矩阵的位置一个在等号右边，一个在等号左边。需要指出的是这并没有

本质区别，MNA 方程中的矩阵C如果可逆的话直接就可以得到相应的状态方程。
对于一般不可逆的情况，总是可以通过适当的变量替换，消去一些冗余的节点电压

或者支路电流，使左边的系数矩阵可逆，从而也能够转换成状态方程的形式。 

 

3.6.2 系统的可观测性 

系统的可观测性是指通过观测有限时间内的输出量，能否识别出系统初始状态

的能力，也表示系统内部的状态的不同能否传播到系统输出的能力。如果原系统用

状态方程表示，在给定输入后，能在有限时间 内根据系统的输出唯一确定出

系统的所有起始状态，则称系统完全可观测，若只能确定部分起始状态，则此系统

不完全可观测。一个系统是否可观测的判据可以从定义求得： 

1(0, )t

用 Laplace变换求解状态方程有 

  (89) 1 1( ) ( ) ( ) ( ) (0 ) [ ( ) ] ( )zp zsY s Y s Y s C sI A u C sI A B D U s− − −= + = − + − +

变换到时域后输出为 

  (90) ( ) (0 ) [ ( )] ( )At Aty t Ce x Ce B D t u tδ−= + + ∗

其中等号右边的第一项是零输入响应，第二项是零状态响应。 

因为在讨论可观测问题时，输入是给定的，所以上式的第二项是确定的，为了

讨论方便，可以假设 ，所以有 ( ) 0u t =

 ( ) (0 )Aty t Ce u −=  (91) 

由哈密尔顿-凯莱定理可得 
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 1
0 1 1( ) ( ) (0 )k

ky t C a I a A a A u− −
−= + + +  (92) 

其中 0 1 1, , , kc c c − 是矩阵 的特征方程的系数。 A

改写成向量的形式为 

 [ ]0 1 1

1

( ) (0 )k

k

C
CA

y t a a a u

CA

−
−

−

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

 (93) 

上式表明，输出 是系统所有起始状态的线性组合，因而要求在有限时间内

根据输出唯一确定 ，就要求矩阵 

( )y t

(0 )u −

 

1k

C
CA

N

CA −

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

 (94) 

满秩。这是系统完全可观测的充要条件，矩阵 就是判别矩阵。 N
 

仔细观察判别矩阵可以发现，这和投影降阶算法中的 Krylov 子空间的基颇为

相似。我们在分析 AWE 算法缺点的时候就已经提到过，由于当 增大后，后面的

向量很快就变得和前面的向量线性相关，导致了数值不稳定。也就是说，判别矩阵

是很难满足完全可观测的条件的。事实上的确是这样，对于大多数的电路来

说，可观测性都非常低，可以理解为对于输出来说，系统有很大的冗余度，因此如

果能去掉冗余的部分，系统自然就被“压缩”了。模型降阶需要做的正是这些。 

k

N

 

3.6.3 可观测标准型 

在状态方程的建立过程中，状态向量的选取并不唯一，同一个系统可以选择不

同的状态向量，列出不同的状态方程。既然这些状态方程描述的是同一个系统，则

这些状态向量之间有一定的关系。已知一个状态向量，可以通过线性变换产生另一

个状态向量： 

若 阶列向量n x是系统的状态向量， 是一个P n n× 的可逆方阵，则 

 z Tx=  

也是系统的一个状态向量。 
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把（*）式代入状态方程有 

  (95) 
1 1

1

P z AP x Bu
y CP z Du

− −

−

= +

= +

为了化成标准的状态方程形式，对上式左乘 后得 P

  (96) 
1

1

( ) (
( )

z PAP z PB u
y CP z Du

−

−

= +

= +

)

然后我们令 

  (97) 
1

1

ˆ ˆ,
ˆ ˆ,

A PAP B PB

C CP D D

−

−

= =

= =

就得到了一个在新的状态向量下的状态方程： 

 
ˆ ˆ( ) ( ) ( )

ˆ ˆ( ) ( ) ( )

d z t Az t Bu t
dt
y t Cz t Du t

= +

= +
 (98) 

这里输入和输出都不发生变化，只有状态变量换成了新的。 

线性系统理论可以证明，通过选择适当的变换矩阵 ，总是可以把状态方程化

成一种特殊的形式： 

P

 1

0 1 2 1

0 1
0 1

ˆ ,
0 1

n

A

α α α α

−

−

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥= =
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥− − − −⎣ ⎦

PAP  

  (99) [1

1

ˆˆ ,    C 1 0 0

n

CB
CAB

B PB CP

CA B

−

−

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥= = = =
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

]

其中 0 1 1, , , na α α − 是矩阵 A 的特征方程的系数。这种形式称为可观测标准型

[29]。 

 

3.6.4 MOROC算法 

基于以上分析，以及电路的可观测性较弱的假设，我们提出基于可观测标准型
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的模型降阶算法（Model Order Reduction using Observability Canonical form）。得

到的降阶模型形式上和可观测标准型一样，但阶数要小很多。 

这里我们仍然采用改进节点法习惯的表示方法，需要指出的是，正如前文所

述，这同状态空间表示法没有本质的区别，两种表示中的矩只是 Laplace 变换的展

开点不同而已。 

步骤： 

1） 用 Arnoldi算法计算 Krylov子空间 

 1( , ) , , , ( )T T
qK span −T q⎡ ⎤= ⎣ ⎦A l l A l A l  (100) 

2） 找到系数α=[α0  α1  ⋯ αq-1]，满足： 

 1
0 1 1( ) ( )q T T T q

qα α α −
−≈− − − −A l l A l A l  (101) 

3） 降阶后的系统定义为： 

 ， ，

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−−−

=

−1210

10

10
10

q

q

αααα

A

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

− rAl

Arl
rl

r

1qT

T

T

q [ ] 1001 el == T
q (102) 

 

3.6.5 矩匹配 

由降阶模型的特殊形式不难证明，MOROC总是可以匹配原系统的 q个矩。可

以发现，矩阵 每自乘一次，由 1 组成的对角线就向右平移一列，而且降阶后

的每一个元素实际上都是原系统的矩，因此在 MOROC 算法中，对于

都有 

qA qr

0,1, , 1k q= −
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1

0

1
1

1

0 1 0

0 1

*

T k
k q q q

k

T

q

k

m

m
m

m

m

+

−

=

⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎡ ⎤⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥= ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦⎢ ⎥
⎣ ⎦

=

l A r

e  (103) 

 

3.6.6 α和 的计算 qr

为了得到 由Krylov子空间的一组基  lA Tq )( lA Ti )( )1,...,1,0( −= qi 线性表出的系

数，首先要把Krylov子空间正交化，采用Arnoldi算法[5]可以避免正交化过程中Ai

当i增大而逐渐恶化。记 ，得到的一组标准正交基为])([ 1 lAlAlW TqT
q

−=

][~
21 qq www=W ，Arnoldi算法保证了它们之间有以下关系： 

 qqq HWW ~~=  (104) 

其中 qH~ 是一个上三角矩阵。 

Arnoldi算法并不能直接得到 qH~ ，而是一个 Hessenberg阵 ，满足： qH

  (105) 1, 1
T

q q q q q qh w e+ += +AW W H q

为了找到 和qH qH~ 之间的关系，把迭代过程展开，对于 1,2, ,j q= ： 
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1
11,

1
1

1 11,

1 1

1 1 11,

1,

1

1 1

1

1

j

j j kj k
kj j

j j
j

kj k kj k
k kj j jj

j jk
j

kj lk l jj kj k
k l kj j jj

j
kj lk

lj j jj

h
h

h h
h h

h h h h
h h

h h
h h

+
=+

−
−

= =+

− +

= = =+

+

⎛ ⎞
= −⎜ ⎟

⎝ ⎠

⎧ ⎫⎡ ⎤⎛ ⎞⎪ ⎪= − −⎢ ⎥⎨ ⎬⎜ ⎟
⎝ ⎠⎢ ⎥⎪ ⎣ ⎦⎩

⎧ ⎫⎡ ⎤⎛ ⎞⎪ ⎪= − −⎨ ⎬⎢ ⎥⎜ ⎟
⎝ ⎠⎪ ⎪⎣ ⎦⎩ ⎭

= −

∑

∑ ∑

∑ ∑ ∑

w Aw w

A A b w w

A b w w

A b
1 1

j j

k
k k= = −

⎧ ⎫⎛ ⎞
⎨ ⎬⎜ ⎟

⎝ ⎠⎩ ⎭
∑ ∑ w

⎪⎭  (106) 

由此可得 

  (107) 
1 1

, 1
1 1 1

j j j
j

kj lk k k j k
k l k k

h h h
+ +

+
= = − =

⎛ ⎞
= =⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑ ∑ ∑A b w w

这表明 qH~ 的每一列可以通过前一列迭代产生： 

  (108) , 1
1

j

k j lj kl
l k

h h+
= −

= ∑ h

其中 11h b=
2

j
q

， ；  1,2, ,k j= 1,2, , 1j q= −

由于 是 Hessenberg阵，式(108)写成矩阵形式就是 qH

  (109) ( 1) ( )j
q q

+ =H H H

其中 表示 的第 j列。 ( )j
qH qH

在计算的时候，正交化多进行一步，以得到 qq
Tq βWlA ~)( = ，其中

。又因为 ，所以有 

( )q
q q q=β H H

αWlA q
Tq −=)(

 qq βHα 1~ −−=  (110) 

通常 qH~ 比较接近于奇异，但由于它是一个上三角阵，所以实际上并不需要求

逆。 
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对于 ，注意到它是原系统各阶矩组成的列向量，直接计算会增加计算量，且

数值结果逐渐恶化。如果利用 Arnoldi的结果则不需要直接计算 ，因为 
qr

qr

 rWHrWr T
q

T
q

T
qq

~~==  (111) 

由降阶模型的形式还可以看出，当阶数 q 提高时，只要把 Arnoldi 算法多进行

几步就可以得到新的 ， 也只需要更新最后一行，仅α是要重新计算的。 qH qr

3.6.7 检验稳定性 

一个稳定的系统要求它的极点都有负实部。在 AWE 的分析中我们已经知道降

阶系统的极点和 的特征值的倒数相等，这就要求 的特征值都在左半平面。 qA qA
从 的形式容易看出，它的特征多项式为： qA

  (112) 01
1

1)( αλαλαλλ ++++= −
−

q
q

qf

因此降阶模型的稳定性可以直接用 α 来检验，而不必求出每一个极点。

Hurwitz判据提供了一种检验的方法[28]。比如对于多项式 

  0
1

1)( bsbsbsB n
n

n
n +++= −

−

将其分为M(s)和 N(s)两部分： 

  (113) 
2 4

2 4
1 3 5

1 3 5

( )

( )

n n n
n n n

n n n
n n n

M s b s b s b s

N s b s b s b s

− −
− −

− − −
− − −

= + + +

= + + +

并辗转相除得 

 sq

sq
sq

sN
sM

1
1

1
)(
)(

2

1

+
+=

n  (114) 

Hurwitz 判据告诉我们，B(s)=0 的全部根位于 s 左半平面的充要条件是全部系

数 为正值（ ）。 iq 1,2, ,i n=

 

– 55 – 



上海交通大学硕士学位论文 

4 实验与分析 

在本章中，我们将在 Matlab 平台上，对以上的几种模型降阶算法分别进行实

验，观察对比它们的特点和性能。 

 

SPICE 网表
RP1_1 3 5 5.3571e-3
RP2_1 4 6 5.3571e-3

CP1_1 3 0 0.14196 e-12
CP2_1 4 0 0.14196 e-12
LP1_1 5 7 0.61379e-9
LP2_1 6 8 0.61379e-9

... ...

PARSER
(MNA.m)

 MNA 矩阵
C G B L

AWE
PVL

PRIMA
... ...模型降阶算法

SPICE

频域特性 时域特性

 

图 30  模型降阶实验流程 

– 56 – 



上海交通大学硕士学位论文 

实验所用平台： 
CPU：AMD Athlon 3000+，2.0GHz 
内存：512Mb DDR400 
操作系统：WindowsXP Service Pack 2 
仿真平台：Matlab 7.1 
参考软件：Hspice Ver. 2003.09 

4.1 RLCG互连线 

这是一个互连线的 RLCG 模型，由两根电容耦合的导线组成，导线之间通过

这些电容产生串扰。如图 31 所示，每根导线都由几段π模型建模。总共有 14 个

电阻，12个电容，6个电感组成。这里电感只考虑了导线上的自感。 

其中每一段的电阻电容的参数如下： 

 
5.3571 mRπ = Ω， 0.6138 nHLπ = ， 0.1420 pFCπ = ， 

75 -110  G −= Ω ， 0.0155 pFxC = ， 1 pFLC =  

Rπ Lπ

Cπ

xC

G

G

Cπ

Rπ Lπ
xC

Rπ Lπ

Cπ

xC

G

G

Cπ

Rπ Lπ
xC

G

Cπ

Cπ

G

LC

LC

Vin1

Vin2

 

图 31  两根电容耦合的 RLCG互连线 

仿真时为了观察两根互连线之间的影响，我们令一根互连线保持低电平，另一

根互连线的输入端接一个理想阶跃信号，从 0V上跳到 5V。 
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4.1.1 幅度频率响应 

首先我们用不同的方法：AWE、PVL、PRIMA，并以不同的阶数对该电路进

行频域分析。这个电路的幅频曲线在低频部分（从 1Hz~100MHz）都比较平坦，

由电感引起的一些尖峰发生在 1GHz~100GHz 的频率段中。由于各算法在低频部分

的近似度都比较好，所以以下我们只观察分析高频段的幅频曲线。 

 

第一根导线输出段的响应 
 
AWE 
应用 AWE 的 2 阶、6 阶、10 阶分别对图 31 中的模型降阶后的幅度频率响应

如图 32： 

10
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图 32  AWE对两根电容耦合的 RLCG互连线的仿真结果 
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AWE 在低频部分的拟合度保持的不错，但是对于高频部分的尖峰基本上无法

逼近。当阶数从 2阶提高到 6阶后，似乎有开始收敛于第三个尖峰的趋势，不过即

使阶数再继续提高到 10 阶，从小图中也可以看到，只是从位置上比 6 阶的曲线更

加靠近了，但是提高十分有限。同时第一个尖峰也没有能够进一步提高近似度。 

表 3  AWE算法中M矩阵条件数随阶数 的变化 q

阶数 M矩阵的条件数 阶数 M矩阵的条件数 
2 4.1632e+020 6 4.1574e+108 

3 3.3642e+042 7 4.0811e+130 

4 3.0990e+064 8 1.4004e+152 

5 2.4055e+087 9 1.4152e+195 

 

表 3 是 AWE 算法求解过程所用的 M 矩阵的条件数随阶数 变化的趋势。可

以很明显看到，矩阵的条件数恶化的非常快，即使 Matlab 内部采用双精度浮点数

来存储数据，5 阶以上精度就已经几乎没有提高的空间了。这一点和我们分析

AWE 缺点的讨论符合，正是 AWE 显式计算矩导致降阶模型的阶数不可能太高的

原因。 

q

 

PVL 
应用 PVL 算法 3 阶、8 阶、12 阶和 13 阶降阶后的幅度频率响应如图 33 所

示。 
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Exact and PVL 13 iter. 
PVL 3 iter.
PVL 8 iter.
PVL 12 iter.

 

图 33  PVL对两根电容耦合的 RLCG互连线的仿真结果 

PVL3 阶的时候就已经可以完全逼近 2.5GHz 处的第一个尖峰了。这说明 PVL

的精度和收敛速度是比较快的，主要得益于 PVL 算法中的 Lanczos 三对角化过

程，没有像 AWE 那样显式求矩，所以避免了矩阵数值恶化的发生。而且 PVL 随

着阶数提高，能够近似的频率范围也越来越大，分别在 8 阶和 12 阶的时候逼近了

第三和第四个尖峰，而且当 q增加到 13 阶之后，已经和未降阶模型的曲线完全一

致了，从图中来看两条曲线就是重合的。 
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PRIMA 
接着我们再用 PRIMA对同样的模型降阶，给出了 4阶、8阶和 15阶的结果，

如图 34所示。 
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Exact
PRIMA 4 iter.
PRIMA 8 iter.
PRIMA 15 iter.

 

图 34  PRIMA对两根电容耦合的 RLCG互连线的仿真结果 

PRIMA 的逼近速度比 PVL 要慢一些，到 8 阶的时候第二个尖峰还没有匹配

到，而 PVL 已经逼近到第三个尖峰了。另外还可以发现的一点是 PRIMA 所近似

的尖峰没有 PVL 那么尖锐，到 15 阶的时候 PRIMA 已经可以基本收敛到曲线的准

确值了，但是在尖峰的毛刺部分还是没有做到。PRIMA 收敛速度上不如 PVL 的原

因是当阶数为 时，PRIMA 只匹配 个矩，而 PVL 要匹配 个矩，比 PRIMA 整

整多了一倍，因此精度上也提高了。 

q q 2q
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MOROC 
MOROC对同样的模型降阶的幅频曲线如图 35所示。 
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Exact
MOROC 3 iter.
MOROC 5 iter.
MOROC 8 iter. 
MOROC 13 iter.

 

图 35  MOROC对两根电容耦合的 RLCG互连线的仿真结果 

可以看到，MOROC3 阶基本上可以近似第一个尖峰，但位置有一点点偏。到

5 阶已经能够匹配到 10GHz 以上（第三个尖峰）了。8 阶在高频部分 5 阶压得更

低，但是尖峰略有偏移。13 阶的 MOROC 已经可以完全收敛到未降阶的曲线了，

可以说其逼近的程度和 PVL类似。 

 

MOROC 的优点是可以在不计算极点的情况下快速对降阶模型的稳定性进行检

验，表 4是用 Hurwitz判据检验 10阶和 13阶的结果。 

 

 

表 4  Hurwitz判据中的  iq
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(a) MOROC 10阶 

i qi i qi 
1 8.8404E+09 6 2.1797E+12

2 2.7479E+10 7 6.0786E+08

3 4.3636E+10 8 -2.4678E+12

4 8.7784E+10 9 2.2057E+11

5 5.1128E+10 10 6.3336E+10

 
(b) MOROC 13阶 

i qi i qi 
1 8.3285E+09 8 4.6239E+11

2 2.5732E+10 9 4.3911E+10

3 4.1645E+10 10 2.5202E+12

4 7.1487E+10 11 9.2306E+09

5 6.9871E+10 12 4.0797E+13

6 1.5464E+11 13 6.9265E+08

7 8.6377E+10   

 
从表中可以看到 10阶降阶模型有 1个 q值小于 0，因此可以推断有 1个极点

有正实部，该模型是不稳定的。而 13阶的模型所有 13个 q值都大于 0，因此模型
是稳定的。进一步计算得到降阶后矩阵 的特征值（倒数即是极点）的分布也验

证了上述的推断。 
qA
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图 36  MOROC降阶模型（10阶） 的特征值分布 qA
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图 37  MOROC降阶模型（13阶） 的特征值分布 qA

对于MOROC，虽然不能够像 PRIMA一样保证无源性，降阶模型无源性的检验还
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是比较容易的。如果降阶模型表示的是电路的 Y参数模型，那么模型无源的充分
条件就是在所有频率范围内 *( ) ( ) 0H j H jω ω+ > 。图 38就是对MOROC 13阶模型
的检验，横轴是频率，纵轴是 *( ) ( )H j H jω ω+ 取常用对数后的值。可以看出，在

整个频率范围内，该值都是大于 0的，因此该降阶模型是无源的（因此也是稳定
的）。 
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图 38  MOROC降阶模型的无源性检验 

 
 
 
 
 
 
 

– 65 – 



上海交通大学硕士学位论文 

第二根导线输出端的响应 
 
图 39的曲线反映的是导线 1对导线 2串扰的频率特性。 
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AWE 10 iter.
PVL 10 iter.
PRIMA 10 iter.
MOROC 10 iter.

 

图 39  端口 2的幅度频率响应 

图中列出了各降阶算法 10 阶的结果，不难看出这和前面的分析一致。仅从近

似程度来看，有 PVL > MOROC > PRIMA > AWE。但是各个算法又有自己的特

点。AWE 由于是第一个被应用到电路中的模型降阶算法，性能自然逊色一些，但

是它所提出的矩匹配的思想一直被后来的算法所使用，而且由于 1微米以上的工艺

并不需要考虑过多的信号完整性问题，也没有电感、互感等的影响，所以 AWE 仍

然有用武之地。AWE 的一阶形式——Elmore 延迟也是工程师在草稿纸上估算信号

延迟的一个常用的方法。PRIMA 的特点在于能够保证降阶模型的无源性。因为降

阶得到的宏模型通常不是单独仿真，而是需要作为一个模块同其他的模型（包括线

性和非线性）联合仿真。在这种要求下，仅仅保证降阶模型的稳定性是不够的，两
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个稳定的模型组成的系统也有可能是不稳定的。因为我们降阶的对象往往是无源的

RLC 电路，因此希望得到的降阶模型也能够保持无源性，从而保证仿真中不会出

现不稳定的现象。PRIMA 最初提出来的时候正是基于这个目标，采用 Arnoldi 算

法得到 Krylov 子空间的一组正交基，然后直接对 MNA 矩阵作合同变换以得到降

阶模型。数学上能够证明这样得到的模型必然是满足保持无源性的。不过 PRIMA

只能匹配其他算法一半的矩，因此精度会差一些。我们提出的 MOROC 算法是从

状态方程的角度入手，针对电路系统的可观测性非常弱的特点，把系统降阶成可观

测标准型的形式。用的方法依然是 Krylov 子空间投影的方法，但是得到的模型结

构简单，易于检查稳定性，且实验表明其精度介于 PVL和 PRIMA之间。 

 

4.1.2 串扰的时域波形 
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图 40  串扰的时域波形，PVL 6阶 
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图 40是用 6阶的 PVL降阶后由 Matlab得到的时域波形，同时用 SPICE的波

形作为参考，这里认为 SPICE 的波形是最接近于准确值的。由于一个是 Matlab 的

结果，一个是 SPICE 的结果，考虑到代码的执行效率差别较大，所以没有作 CPU

时间上的比较，但是模型从 23 阶降到 6 阶，对于时域仿真来说是可以提高不少速

度的。这个波形是在一根导线的输入段加从 0V 到 5V 跳变的激励，第二根导线输

出端看到的串扰波形。由于有大量寄生参数的存在，且电感效应比较明显，所以产

生了高频的振荡。从波形图中可以看到，6 阶的波形对最明显的振荡波形近似的已

经非常好了。在 1ns 内这样的振荡一共有 8 个峰，所以可以估算出这是周期大约

1.25ns 的振荡。这正好是我们上一小节中幅频响应的第二个尖峰，大约在 8GHz

处。 
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图 41  串扰的时域波形，PVL 15阶 

 

用 15 阶的模型得出的波形的近似度要更高一些，如图 41 所示。波形的细节
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部分都能够吻合的比较好了。 

 

4.2 5根耦合导线 1 

这个例子是 5 根耦合的导线（图 42），每根导线的参数为： ，

， ，相邻导线之间通过

30 mR = Ω
0.3pFC = 0.3nHL = 0.15pFcoupleC = 的电容耦合。现在每根

导线用 4 段 RLC 模型建模，包括导线之间的耦合电容，最后得到的 MNA 矩阵是

52阶。现在第一根导线的一端加上一个电平跳变，其他导线都接地。 

 

1
2
3
4
5

 

图 42  5根耦合互连线 

为了观察其他 4 根导线受到导线 1 的串扰的影响，通过模型降阶的方法降到

20阶后用时域仿真得到的波形如图 43所示。 
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图 43  各端口的串扰波形，PVL 20阶 

最后面是入侵者（aggressor）的波形，前面的 4个波形分别是受害者（victim）2、
3、4、5的波形。1号线加上的是的阶跃信号，稳态电平 1V，由于寄生参数的影
响，激起了强烈的振荡，串扰从 1到 5的传播十分明显，且到 5号线时的振幅仍然
非常大，达到了 0.5V。这里没有画出 SPICE的波形，因为 20阶时的波形已经和
SPICE的结果几乎一致了。 
 

4.3 5根耦合导线 2 

这个实验同样也是一组耦合导线，结构以及耦合方式与前一例相同，电阻、电

容的参数不同。现在导线 1和导线 3的输入端同时加入阶跃信号，并假设 1是入侵

者，3是受害者，观察在导线 3输出端看到的信号完整性受影响的情况。 

情形一：导线 1跳变方向和导线 3相同 

导线 1：0 1，导线 3：0 1 
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图 44  导线 3上的瞬态波形（有串扰和无串扰，时延减少） 

 

图 44 给出了用模型降阶算法得到的导线 3上的波形。图中的 3条波形分别表

示了 1 对 3 的串扰、3 在无串扰时的波形、3 在有串扰时的波形。根据习惯，把

VDD 的 50%定义为计算时延的阈值，把电压从 VDD 的 10%变化到 90%的时间定

义为上升时间。则由图中可以看到，在有串扰情况下，导线 3的传输时延要比没有

串扰时少了 0.16ns。而有无串扰时的上升时间分别是 1.15ns 和 0.98ns，两者相差

0.17ns。 

情形一：导线 1跳变方向和导线 3相反 

导线 1：1 0，导线 3：0 1 

这时的波形如图 45所示。 
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图 45  导线 3上的瞬态波形（有串扰和无串扰，时延增加） 

 

可以看到，导线 3自身的时延是 1.19ns，但此时由于受到串扰的影响而增加了

0.12ns。同时阶跃响应的过冲（overshoot）也达到了 23%，相对原来增加了不少。

这是仅考虑有一个入侵者的情况，如果附件的几根导线同时都发生跳变，这些串扰

也将会叠加，对信号完整性造成更大的损害。 
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5 结束语 

集成电路产业的发展离不开电子设计自动化技术的进步。随着设计水平的提

高，越来越多的二级效应已经不能够忽视，信号完整性问题也逐渐引起了人们的重

视。但是芯片规模和工作频率的日益增高给信号完整性的分析带来的巨大的困难，

用传统的时域仿真方法很难在一个人们可以接受的时间内得到分析的结果。正是为

了解决这一问题，模型降阶技术逐渐发展了起来。 

模型降阶从概念上来说就是通过数学的方法快速得到原电路的一个等效模型，

这个模型从输入输出端口的传输函数上来看非常接近原电路，但是规模却减小了很

多，因此在数值仿真的时候能够提高速度、减小内存消耗。对于大规模集成电路的

互连线来说，这一方法尤其重要。首先因为互连线通常在寄生参数抽取以后规模巨

大，直接计算难以满足要求。其次互连线一般只包含线性无源原件，比如电阻、电

容、电感，对于模型降阶算法来说这样问题就简化了许多，并且有不少降阶算法利

用了线性电路的一些性质。 

本文中对模型降阶的几个重要的算法做了研究，主要阐述了投影降阶的数学原

理，分析比较了基于这一思想的各种算法的优缺点。同时提出了基于可观测标准型

的模型降阶算法，推导证明了该算法能够匹配原系统矩，且具有模型形式简单和容

易检验稳定性的特点。在本文的实验部分，我们得到了几种互连线的模型用各种算

法降阶后的模型，并对这些模型分别做了频域和时域的比较。实验结果表明模型降

阶算法能够以比原电路小得多的模型达到接近于 SPICE 的精度，这对于大规模集

成电路的信号完整性分析具有重大的意义。 

模型降级技术目前还在发展，包括考虑工艺参数异动、非线性、符号化的模型

降级技术在未来的几年中将会是研究的热点。随着 65纳米，甚至 45纳米工艺的逐

渐普及，对信号完整性的要求可以说是越来越强烈，因此模型降阶作为其中的关键

技术也值得我们更多的关注和研究。 
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