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符号化模拟电路敏感性的分析与应用 

摘  要 

本文首先描述了一个基于拓扑方法的符号化模拟电路仿真器(GRASS), 

它通过一种新提出的图约化算法建立表达电路生成项的二分判定图。相比

较于其它的符号化仿真器，它在电路处理规模和表达形式上都具有优势。

本文在此基础上实现了电路元件交流灵敏度信息的提取，并应用于实际电

路的分析中。 

本文在第一章和第二章介绍了符号化分析方法和 GRASS 的分析原理和

实现方法，第三章讲述灵敏度的概念和电路元件交流灵敏度提取的具体实

现过程，第四章给出了实验的分析结果以及电路元件灵敏度信息在实际电

路中的应用，最后对全文进行了总结和展望。 

 

关键词：交流灵敏度，二分判定图，图约化算法，符号化分析 
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 Symbolic AC Sensitivity Analysis for Analog Design 

ABSTRACT 

 GRASS (graph reduction analog symbolic simulator) adopted a graph reduction 

approach based on a set of graph reduction rules developed recently. A Binary Decision 

Diagram (BDD) is used in the implementation of the symbolic circuit simulator. Comparing 

to other symbolic simulators, GRASS has advantages of analyzing larger analog circuits and 

one-to-one mapping from the circuit parameters to the GRASS symbols. The sensitivity 

information can be obtained easily and implemented to analog design. 

The thesis is organized as follows. A brief introduction to symbolic analysis is in 

Chapter1. The graph reduction rules and the implementation of GRASS are presented in 

Chapter 2. The concept of sensitivity and details of computing AC sensitivity on GRASS are 

described in Chapter 3. Experimental results are reported and basic implements of sensitivity 

are discussed in Chapter 4. Conclusions and future work are reported in Chapter 5. 

 

Keywords: AC Sensitivity, Binary Decision Diagram, Graph Reduction, Symbolic Analysis 
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第一章 绪论 

随着以集成电路为核心的微电子技术的迅猛发展，电子信息产业已经成为全世界产

业结构中最重要的、发展最迅速的一个部分。目前，随着集成电路的发展继续向高密度

高速度的方向突飞猛进，超大规模集成电路(Very Large Scale Integrated Circuit, VLSI)已

经称为当今媒介信息的主要载体。大规模集成电路技术的发展那还推动了片上系统

(System on Chip, SoC)等大型系统芯片的诞生。随着计算机科学的不断发展，电路设计的

自动化程度越来越高。由于数字电路设计目前设计自动的理论和技术都已比较成熟，而

大部分的模拟电路设计依旧较大程度的依赖工程师本身，因此模拟电路设计自动化程度

需要很大范围的提升。 

如今，几乎所有的电子工程师和学生都在使用数值电路仿真器(SPICE【1】和 ELDO)。

由于数值电路仿真器不能解决集成电路设计中的所需要的所有的分析功能。实际上，这

些数值电路仿真器主要用来验证既定规模的电路性能。然而，设计者需要从设计参数和

特性曲线的关系中预测不确定规模电路的性能。预测性能的关系主要包括传输函数、零

点和极点、根轨迹、谐波失真系数等等。一直以来，这些关系主要依赖人工计算，自动

计算这些关系的工具称之为符号化分析器。 

从符号化分析的概念的提出到现在，已经有大量的符号化模拟电路仿真器出现，但

很少有提供符号化分析灵敏度信息的概念，灵敏度尤其在电路优化设计中起着非常重要

的作用。电路优化设计是 CAD 的一项非常重要的内容，它就是指在一定的容差范围之

内，对电路整体性能进行优化设计从而达到设计的要求。由于工艺条件的限制和环境温

度等因素的变化，元器件实际值和标称值之间总有误差，使得实际电路的性能与模拟值

之间存在一些偏差，这就电路优化主要解决的问题，目前它的局限有很多，比如电路拓

扑结构以及元件参数初值的选定多凭经验确定、电路优化可能陷入局部极小点导致失败

和优化效率低等。对于实际的多变量优化问题，通过灵敏度分析可以决定优化变量的选

择，减少计算工作量，提高优化效率。除此之外，对灵敏度的分析还可以预测随着元件



第一章 绪论 

第 2 页 

改变电路的性能变化，以及表达式线性化等等一些有利于电路设计和分析的辅助功能。

因此如果能够快速准确的提供灵敏度信息，则会大大减轻模拟电路设计者的工作量。 

1.1 电路分析方法 

电路分析是电子电路工程的基础。一方面，它揭示了电路性能背后的复杂的机制，

另一方面，设计者可以由此对电路进行建模，进而对电路的性能进行预测。电路分析主

要研究电路行为特性和电路元件之间的依赖关系，主要有三种不同分析类型：量化分析、

数值化分析和符号化分析。 

量化分析主要从概念上定义输出和输入之间的关系，然后通过反馈信息帮助设计者

在设计过程中判定合理的调整方向。 

数值化分析指所有的输入信息，包括频率、导入模型的参数、输入幅度和相位都以

数值的形式给出，分析结果也以数值出现，但是当任何一个电路参数发生改变时，需要

通过重新执行来获得新的计算结果。因此数值型的电路仿真器虽然可以很好的验证电路

设计，但很难预计电路参数改变后的性能情况。 

符号化的分析方法是一种通过电路自变量（时间或频率），因变量（电压和电流）以

及符号化的电路元件也形式化计算电路特性和行为的方法，最终分析的结果是符号化形

式的公式，可以很明显找出决定电路行为和性能的参数。根据是否全部的电路参数以符

号的形式出现，符号化分析结果有多种方式出现，如全符号化分析，即所有的电路参数

都以相应的符号出现；半符号化分析，即在结果中，一部分电路参数以符号化的形式参

与，另一部分以数值形式出现；限于频率的符号化分析，即频率 s作为唯一的符号，其

它全部以数值的形式出现；简化的符号化分析，即只有最重要的项会出现在最终的表达

式中，其它的项被忽略。 

符号化的分析方法在计算的精确度、最佳拓扑结构选择、设计空间拓展、行为模型

产生以及故障检测等方面比量化分析和数值化分析具有更大的优势【2】。 
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1.2 符号化电路仿真器的历史 

伴随一些基本的符号化分析方法的提出，最早的符号化分析器出现在上世纪的 60

年代末期，作为最早被大家认识的 NASAP（1968）只是把复频域变量作为唯一的符号

化参数， SNAP【3】则能够支持任意设定的符号化变量，随后出现的 NAPPE（1973）

采用符号数值混合分析的方法，它将小部分的电路参数符号化，从而能够快速地分析规

模较大的电路。但是由于低下的计算效率和不能够完全的满足电路设计者的需求，符号

化仿真器没有在电路设计者中普遍使用，同时，在上世纪的 70 年代，缺乏对全定制集

成电路的需求也导致符号化仿真器在应用效果上低于数值电路仿真器，随着 SPICE的诞

生，符号化电路分析的优势被 SPICE准确和快速的求解大规模电路的特点所掩盖。上世

纪的 80 年代，随着全定制模拟和混合信号集成电路需求的增加以及新的符号化分析方

法学的提出，符号化电路分析方法开始焕发新的活力。SCAPP【5】采用了改进的节点

分析方法（reduced MNA），这种方法能够大大的缩减节点矩阵，同时它实现了电路的层

次化分析以便于求解大规模电路。通过将电路分块处理，它能够使得符号化的生成项随

着电路的规模线性增长，而不是指数级的增长。之后的仿真器如 SCYMBAL【6】, SC

【7】, SAPEC【8】等等在电路的可处理元件的范围和电路规模上都有改进和发展。

SSPICE【9】已经可以处理晶体管级的电路而不仅仅是前面应用的电路级的电路，仿真

器 ISSAAC【10】【11】可以获取简化的表达式，使人们可以更加迅速的了解电路元件和

性能之间的联系，ASAP【12】【13】甚至提供零极点提取等一系列的信息。 

在以上的这些工具中，最有效和最容易实现层次化分解以及其它应用信息提取的采

用的方法是基于行列式的分析法和信号流图的方法。随着计算机性能的大幅度提高和符

号化分析高效算法的发展，以及模拟集成电路设计对计算机辅助设计和设计自动化的迫

切需求，符号化的分析方法在模拟电路的设计中逐渐开始发挥更重要的作用。 
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1.3 符号化分析方法 

1.3.1 符号化分析方法的概念 

传统意义上的符号化电路分析限于线性电路的频域分析，其中频率变量ｓ出现在结

果中。符号化分析主要是得到如下式所示的符号化传输函数的表达式： 

( , )( , )
( , )

N s XH s X
D s X

=
      1, 2[ ,..., ]nX x x x=     alln n≤                    （1-1） 

表达式（1-1）是关于复数频域变量ｓ的函数，变量 1x 到 nx
为电路元素变量，ｎ是电

路元件变量的个数， alln
是所有电路元件的个数。 

对于一个完全符号化的电路，表达式中除了ｓ其它全部由电路元件的符号组成。对

于符号化和数值型的混合电路，一部分的电路元件符号为指定的数值，简化的符号化结

果则为删除非重要项的表达式，下面给出一个电路的例子（图１），我们将依次给出上

述三种形式的表达式。 

 
图1 符号化电路分析举例 

Fig1 An Example for Symbolic Circuit Simulator 

传输函数 ( ) /H s Vout Vin= 的完全符号化表达式： 

1 3
2

1 2 0 2 1 2 3 0 1 3 0 2 3 0 1 3 0

( )
[ (1 1/ )] [ ( )(1 1/ ) / ] (1 1/ ) /

out

in

V G GH s
V s C C A s C G G G A C G A G G A G G A

−
= =

+ + + + + + + + +  
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                                                                  (1-2) 

谐振频率的半符号化表达式（保留放大器增益的符号）： 

2 90

0

3( )*(0.5*10 )
1

A
A

ω +
=

+                                              （1-3）    

假设放大器的增益 0A >>1，则近似的传输函数表达式为： 

1 3
2

1 2 2 1 2 3 2 3

( )
[ ( )]

out

in

V G GH s
V s C C s C G G G G G

= =
+ + + +                            (1-4)   

在实际的符号化仿真器的处理中，如果电路出现了非线性元件或者是如图 1所示的

运算放大器，可选择不同的小信号线性模型进行转换再进行分析。 

1.3.2 符号化分析方法的分类   

一般来讲，符号化分析方法可以分为一下五种： 

1）生成树枚举法 

它可以分为两类：有向树枚举和无向树枚举。 

有向树枚举法首先将初始电路稍作修改，建立一个符合分析算法的电路和与之相关

的有向图，然后枚举图中所有的有向生成树。这些由导纳符号的乘积组成的生成树对应

的项可以对应于节点导纳矩阵中的行列式和代数余因子，根据相应的对应关系得到符号

化的传输函数表达式。对于一个有 n个节点的电路，输入两端对应的节点分别为 1和 n，

输出两端对应节点分别为 2和 n, 电路传输函数可以表示为如下的形式： 

1 11

1

2 12

1

2 12

1 11

o

in

o

in

VZin
I

V V
I I
V V
V V

∆
= =

∆
∆

= =
∆

∆
= =

∆                                 （1-5） 

∆表示结点导纳矩阵 nY
的行列式， ij∆

表示 i行 j列元素对应的代数余子式。 

对于任何的 RLCgm 电路，结点导纳矩阵的行列式等于相对于指定的根结点的所有
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的有向生成树的导纳乘积的和。 

无向树枚举法同时称为 2-图生成树枚举法，它首先将初始的电路图转化为两个无向

图，分别为电压图和电流图，然后枚举两个图中所有共同的生成树。传输函数的表达式

如 1-5所示。结点导纳矩阵的行列式等于两个图中所有共同的生成树的导纳乘积的和，

不过每一个乘积项要与它所对应的正负号相乘。即： 

*( i )iε∆ = ∑
共同的生成树

第 个相同的生成树导纳乘积项

                       （1-6） 

iε 表示生成树对应的符号。 

| | * | | 1i Ii GiA Aε = = ±                                                   (1-7) 

   IiA
， GiA
分别代表和第 i个相同的生成树对应的电流图和电压图的约化入射矩阵。 

生成树枚举法是最早的符号化分析方法，也是最早的符号化仿真器的基础。最初的

仿真器只能处理 15到 30个节点的小电路，主要的原因在于产生的符号化生成项的个数

随着电路的规模呈现指数级的增长，而且只能处理一种受控源—VCCS（电压控制电流

源），而且这些方法也不能消除生成项相消的情况。随着新的算法的提出和近似等技术

的应用，可处理电路的规模的类型都发生了极大的变化。 

2)  符号流图法 

它可以分为两种方法：Mason信号流图和 Coates图 

两种方法都是根据明确定义的不同的法则来构建相应的信号流图和 Goates图，然后

分别应用Mason公式和 Coates图对应的公式求解。 

符号流图的分析方法是拓扑法进行符号化电路分析方法中被公认的最灵活、最有效

的分析方法，但是该方法对于分析电路的规模还是有着比较大的限制。 

3)  参数提取法 

这种方法最适于分析电路中少数的元件以符号的形式出现，剩下的电路元件以数值

代入计算，它的思想基于电路方程组对应行列式，它提供了从矩阵中提取符号化参数的

机制，将矩阵分解为符号化参数的部分和数值化参数的部分，参数提取的规则依赖于符
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号化分析矩阵的类型。 

采用这种方法可以处理比完全符号化更大规模的电路，这种方法不仅仅限于代数方

法分析电路，它还可以应用到拓扑方法。 

4） 插入法 

插入法最适合于频率变量 s 作为唯一的符号化变量，它基于电路的某些工作点的数

值分析结果进行分析，这种方法需要计算不同频率点的行列式多项式系数的值，但是当

电路超过 20个结点时，利用频率变量的实数值计算会导致非常不精确的结果。 

5）基于矩阵的方法 

这种方法首先从电路描述中得到符号化的电路等式，然后将它们转化成为线性矩阵 

Ax b=                                   （1-8） 

A代表 n*n的符号化矩阵，x是 n个电路变量的向量，b是包含 n个元素的符号化的

向量,n是电路变量的数目，变量可以选择电压、电流、电荷、流量，进而对方程组进行

求解。建立矩阵 A的方法有很多种，最常采用的是改进的结点分析（MNA）以及在MNA

上进行再次的改进。               

1.3.3 符号化分析方法的优缺点 

模拟电路有很大的设计空间，一方面，一种设计模块需要通过多次的电路设计图的

修改才能够得到。另一方面，每一个电路设计图可以通过改变它的参数值来得到期望的

性能规格。专业的设计者基于他们对电路知识的理解和掌握启发式的选择电路的拓扑结

构和设计参数。然而，这些设计电路信息可以通过符号化的公式获取，而拓扑结构和设

计参数的优化可以通过系统的评估这些公式的值获得。基于符号化分析的机构优化是通

过不同的组合方式阻隔各个基础模块产生一系列交替的拓扑结构，针对于每一个产生的

拓扑结构，和性能标准相关的公式可以自动的获取，同时，性能标准也可以通过重复的

计算得到优化，电路的拓扑结构的优劣可以根据性能差异进行取舍。我们也可以采用相

似的步骤进行电路元素尺寸的优化，因为符号化的表达式可以自动获取，设计这可以从

中判别对影响电路性能的部分。除此之外，符号化分析还可以辅助模拟可测性分析和故
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障检测上也具有明显的优势。 

符号化分析同样也存在劣势，首先，目前提出的分析方法运算效率仍然比较低，而

大多数的电路限于线性频域电路的分析，对于一些弱线性化或非线性化的电路没有提出

很好的分析算法。其次，符号化分析的结果由一系列的符号化的生成项组成，对于符号

化的分析方法来讲，这些生成项的数目随着电路规模的增加呈现指数增长，这些生成项

的生成和存储都限制在计算机的运算和存储能力上，反之，由于生成项指数级的增长，

使得使用于符号化分析的电路的尺寸也受到的限制。 

1.4 符号化电路仿真器 

一个符号化仿真器可以从电子电路中获得符号化的公式，并从这些公式中提取中要

的重要的行为特征。不同的电路仿真器采用不同的输入和输出形式，大部分的符号化仿

真器采用 SPICE网表作为输入，处理的元件包括电阻、电容、电感、四种受控源、以及

半导体器件和一些功能模块（如运算放大器），由于大多数的符号化分析方法都基于线

性电路，对于电路中的非线性部分（如晶体管和运算放大器等）必须先转化满足精度的

线性化的小信号等效模型，各种电路符号转化成频域上的导纳或阻抗的形式。包括简化

功能的符号化仿真器时常根据经验给出一组电路元件的标称值进行近似，但这只能把近

似公式的准确性限制到这个标称值附近的很小范围内，为改善这种情况，一些仿真器采

用区间的概念进行近似分析。目前符号化仿真器的输出基本有两种形式，第一种称为顺

次表达式(Sequence-of-expression, SOE)形式，这种形式中表达式以嵌套的形式表现以实

现符号表示的重用，虽然他们的重复计算的效率较高，但一般比较难以揭示电路的性能；

第二种形式是所谓的层次平展（Flat-nonhierarchical-expression, FNE）的形式，这种形式

的表达式将 SOE 型中嵌套的子表达式展开，形成一个分子和分母中都存在很多公因子

的表达式，其往往以关于频率变量 s的多项式的形式出现。除了产生传输函数的公式，

很多仿真器还提供了其它电路特征的符号化分析，如公式近似，参数不匹配处理，失真

分析，零极点提取，参数灵敏度分析等等。 
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1.5 电路灵敏度分析 

1.5.1 电路灵敏度的概念 

网络理论是电子电路研究灵敏度理论的最早的一个分支，一般来讲，研究网络分析

和综合的人们主要关注网络元素的精确度和这些元素的变动对这个网络的行为特性产

生的影响。设计电路时，每一个电路的元件参数设定为一个标称值，而实际电路中的元

件值都不可避免的存在误差。元件值得误差可能是在元件生产制造中所造成的，或者是

由于温度变化、老化等环境条件变化引起的。元件参数值得误差必然会引起电路输出特

性的变化对电路特性的影响，这些误差一般不能忽略，因此在设计电子电路时，研究电

路中各元件参数的变化对电路特性的影响是很重要的问题。我们引入“灵敏度”的概念

来表示这类变化关系的一种度量。 

从原理上来讲，电路灵敏度理论和一般的动态系统灵敏度理论是一致的，但是这两

个领域中的一个很重的区别在于研究方法的不同，电路灵敏度理论主要用于处理频域上

的信息，而动态系统灵敏度理论在时域(time-domain)和频域(frequency-domain)上的信息

都需要考虑。电路灵敏度理论由于它早期的发展和它的功能特性不同于系统理论而从系

统灵敏度理论中分离出来称为一个单独的分支，信号流图在拓扑方法分析网络灵敏度上

有很好的分析结果，但是我们之后采用的拓扑方法并不是基于信号流图。 

灵敏度（sensitivity）是指网络函数对网络元器件参数的敏感程度。设 T为网络函数，

它可以使节点电位、支路电流等等；p为网络中的元器件参数，如电导、电容、温度、

晶体管模型参数等等；则“相对灵敏度定义”为： 

T
p

T p T / TS
p T p / p
∂ ∂

= =
∂ ∂                           （1-9） 

即网络函数 T的相对变化量与网络参数 p的相对变化量之比。此定义中假设变化量

足够小。我们称（1-9）式定义的灵敏度为“归一化灵敏度”。当 T或 p为零时，就应采

用“非归一化灵敏度”，它是网络函数 T对网络参数 p的偏导数，即 
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T
p

TS
p

∂
=
∂                                   （1-10） 

1.5.2 电路灵敏度的应用 

在最早的电路灵敏度理论中，线性电路的灵敏度分析被延伸到零极点的灵敏度分析

的角度，比如说，考察由于零点多项式系数的改变而导致零点的位置的改变，在【14】

中给出了根轨迹变动处理的一般的方法。实际上，它引入了“大”参数变动的概念。但

是，我们必须了解在等式 ( ) ( ) 0a s xb s+ = 中，a和 b都是复频域变量 s的多项式，x作为

唯一的变动的参数时是很容易考察根轨迹的。但是当可变参数边的更多时，处理变得复

杂。【15】讨论了多输入系统的根轨迹。【16】给出了线性系统特征值和特征变量的求解

理论。 

在系统灵敏度的概念中，“大范围灵敏度”指当一个特定的系统的变量有一个较大

的变动时，会导致系统的输出也有一个较大量的变动，用输出相对于原来的标准值的变

动来测量系统的“大范围灵敏度”。这个概念来源类似于检测标准系统和受干扰系统之

间的误差。如果因为系统变动引起的输入变动是在可允许的范围内的，则说明这个系统

是鲁棒系统。理想情况是，系统的干扰对系统的输出没有任何的影响。一般来说，网络

的“大范围灵敏度”分析将比普通系统要简化，因为网络分析中存在一些简单的关系，

这可以简化“大范围灵敏度”分析。 

在实际电路网络中往往存在有寄生参数，尤其是当电路工作在较高频率条件下时，

寄生参数对电路性能的影响是不能忽略的，因此讨论寄生参数的灵敏度对电路分析有实

际意义。假定在理想电路中寄生参数的标称值是 0，它对电路及电路方程本身不产生任

何影响，但它的微小变化，有可能对电路性能产生很大影响。我们利用伴随网络法可以

计算出寄生参数变化时，电路输出变量对寄生参数的灵敏度值。也就是说，在原网络中

的一个零值的寄生参数可能有非零的灵敏度值。 

模拟电路的灵敏度是指微小的电路参数值的变动对性能尺度的数学意义上的度量，

在模拟电路中，灵敏度分析在确定关键设计变量值中起着至关重要的作用，在布局中，
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反复电路尺寸的灵敏度分析可以去定出关键的妨碍电路性能的寄生部分。优化电路时，

灵敏度分析可以用来获取良好的性能。 

除此之外，对灵敏度的分析还可以预测随着元件改变电路的性能变化，以及表达式

线性化等等一些有利于电路设计和分析的辅助功能。因此如果能够快速准确的提供灵敏

度信息，则会大大提升模拟电路设计效率。 

1.6 本文主要的研究内容 

本文介绍了一种居于拓扑分析法的符号化电路仿真器（GRASS）【17】【18】的原理

和实现， GRASS 是目前第一个可以成功的通过拓扑方法分析较大规模模拟测试电路

(20-30个晶体管)的符号化模拟电路仿真器。然而当代的符号化模拟电路仿真器不能限于

提供传输函数的表达式，它应该包括更多的有利于电路分析的功能，我们在它的基础上

开发了灵敏度的提取，并应用灵敏度信息来分析实际电路。因为灵敏度能够在数值和方

向上给出准确的信息和调整的方向，避免了多次电路性能仿真，从而缩减设计的时间。 
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第二章 GRASS的介绍 

GRASS（Graph Reduction Analog Symbolic Simulator）的实现基于【17】【18】提出

的一个完成的符号化模拟电路分析方法，【18】给出了有效的计算机实现算法。 

【17】提出的理论是一种网络拓扑分析方法，该方法运算的对象是电路网络的图本

身，运算过程中使用的符号是网络元件的符号参数，较以往的网络拓扑方法，此种分析

方法消除了运算结果中相互抵消的生成项。 

【17】讨论的符号化分析方法主要应用于符合特定前提条件的电路；分析前将满足

可分析条件的电路按照某种图构建规则转化成相应的有向图，基于这些有向图应用符号

化模拟电路的分析定理。最后通过枚举有向图中满足分析定理的生成树来得到电路特性

符号化表达式中的生成项。 

GRASS的实现采用二分判定图【19】与图简约方法，其中使用哈希（hash）结构实

现存储数据的共享，从而大大增加了可处理电路的规模。此仿真器可以求解线性或可转

化成线性电路的频率响应，并且得到精确的展平的非层次形式的表达式。 

2.1 可分析电路基本条件 

【17】提出的符号化分析方法主要适用于符合特定前提条件的电路。前提条件如下： 

1）电路只允许含有 5类分析元件：阻抗（Z），导纳（Y），四种类型的受控源（压

控电压源 VCVS， 流控电流源 CCCS，压控电流源 VCCS，流控电压源 CCVS），独

立源和理想运算放大器。 

2）电路中只含有一个独立源。如果含有多个输入源，需要对不同的独立源分别进

行符号化分析，然后进行线性叠加。 

3）每个控制源只控制一个受控源。 

4）一个受控源只受一个控制源控制。 
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2.2 图构建规则 

当待分析的电路满足上述 4个条件时，可以将电路根据如下的图构建规则转化成向

图。 
图 2是一个转化的例子，其从电路 2－a到有向图 2－b。 

 

                             图 2-a  待分析电路 

 

图 2-b 转换后的电路 
图2 图构建规则转化举例 

                                Fig.2 A circuit example 

1） 所有的有向图中的边对应电路中的一个元件，每条边的权重为对应电路元件的

名称，受控源为控制系数的符号。 

2） 受控源或者独立源转化成有向边。电压源的方向从正极到负极，电流源的方向
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沿着电流的流向，如 2-b中的 F3 和 E5对应的边 

3） 电压控制支路添加一条有向边，例如 2-b的 U1；对应电流控制支路添加一个家

电和一条单独的有向边，如 2-b中的节点 5和 I4。 

4） 输入和输出抽象成一个受控源，如 2-b 中的 Uo 和 Is，输入作为受控源，输出

作为控制源，控制系数为 X。 

5） 理想运算放大器用零器(Nullor)建模，每一个零器由一对零阻器(Nullator)和一个

泛阻器(Norator)组成。 

由

( ) /
*

H s output input
input X output

=
= 得到 ( ) 1/H s X=  

所以输入输出所抽象的受控源的控制系数的倒数的表达式就是传输函数。 

对于受控源，规定如下： 

压控电压源 （VCVS）： , , 0i i j j jU E U I= =  

流控电流源 （CCCS）： , , 0i i j j jI F I U= =  

压控电流源 （VCVS）： , , 0i i j j jI G U I= =  

流控电压源 （CCVS）： , , 0i i j j jU H I U= =  

由上面可以看出，我们对控制源有着特别的要求，对于电压控制源，要求其流过的

电流为零；对于电流控制源，要求其两端的电压为零。 

2.3 符号化模拟电路分析定理 

通过【17】提出的基于拓扑法的符号化模拟电路分析定理，对转化成有向图的电路

进行分析，通过枚举有向图的生成树得到电路特性符号化表达式中的有效生成项。 

值得注意的是，我们把所有的受控源的控制边和受控边分开分析，比如说把 CCVS

的 CC代表的边和 VS代表的边分开处理。但是 CCVS依旧作为唯一的电路元件。 

电路的拓扑法分析指通过枚举有向图的生成树来得到电路特性符号化表达式的生成

项，但由于生成项出现相互抵消的的现象，会导致大量的冗余生成项，而【17】提出的
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分析定理正是剔除了这些冗余项，保证了产生的生成项都是有效的。 

有效生成树存在定理：有效生成树不包含 Nullor，不包含 VC和 CS的对应边，但是

必须包含电路中所有的 CC和 VS的对应边。 

有效生成树对应生成项：有效生成树对应的生成项由该生成树树边对应的元件符号

的乘积组成。所有的 Y和 Z-1直接成为乘积项中的符号，所有的 CC和 VS的权重为 1，

不出现在乘积项中。 

需要注意的是，在所有的生成项中所有的阻抗以导纳的形式出现。 

有效生成树对存在定理：有效生成树对由有效左生成树和有效右生成树组成。 

1）所有的 Y和 Z边必须或同时出现在有效左、右生成树中，或在左、右生成树中

均不出现。 

2）所有的 NU和 NO边必须出现在每一对有效生成树对中，其中 NU边出现在有效

右生成树中, NO边出现在有效左生成树边中。 

3）所有的 CC和 VS边必须出现在有效生成树对中。CC和 VS边可以同时出现在有

效左、右生成树中；CC 和 VS 边也可以成对分别出现在有效左、右生成树中，所谓成

对出现就是 VS 边在有效左生成树中，其对应边在有效右生成树中，CC 边在有效右生

成树中，其对应边在有效左生成树中。 

4）所有的 VC 和 CS 边可以出现在有效生成树对中，也可以不出现。如果出现 VC

和 CS边必须成对出现在有效生成树对中，所谓成对出现就是 CS边在有效左生成树中，

其对应边在有效右生成树中；VC边在有效右生成树中，其对应边在有效左生成树中。 

下面我们给出例子说明受控源元件的对应规则。 

A） 流控电压源（CCVS），对应于有向图中的两条有向边，由有向生成树对存

在定理的 3）看出，它们可以（CC，CC），（VS，VS），（VS，CC）三种选

择方式，其中（a,b）表示 a在有效左生成树中、b在有效右生成树中。对于

CCCS，会有两种方式出现，一种方式是（CC，CC），（VS，VS），就是 CC

和 VS 边同时出现在左、右生成树中；另一种方式是（CC，VS），就是 VS

边在左生成树中，CC出现在右生成树中。 
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B） 压控电流源 （VCCS），对应于有向图中的两条有向边，当考虑有效生成树

对时，我们有（VC，VC），（CS，CS）和（CS，VC）三种组合。由有向生

成树对存在定理的 4）可得，对于 VCCS元件，（VC，VC）和（CS，CS）

组合都是不合法的，只有（CS，VC）组合可以，也就是说要么 CS 出现在

左生成树中、对应的 VC出现在右生成树中；要么 VCCS所对应的边都不出

现在有效生成树对中。 

C） 流控电流源（CCCS），对应于有向图中的两条有向边，当考虑有效生成树对

时，我们有（CS，CS），（CC，CC）和（CS，CC）三种组合。由有向生成

树对存在定理的 4）可得，对于 VCCS元件，（CS，CS）组合都不合法的，

也就是说要么 CS不出现，（CC，CC）组合出现，也就是说 CC边同时出现

在左、右生成树中；要么（CS，CC）组合，也就是 CS 边出现在所左生出

树，CC边出现在右生成树。 

D） 压控电压源（VCVS），对应于有向图中的两条有向边，当考虑有效生成树

对时，我们有（VS，VS），（VC，VC）和（VS，VC）三种组合。由有向生

成树对存在定理的 4）可得，对于 VCVS 元件，（VC，VC）组合都不合法

的，也就是说要么 VC不出现，（VS，VS）组合出现，也就是说 VS边同时

出现在左、右生成树中；要么（VS，VC）组合，也就是 VS 边出现在所左

生出树，VC边出现在右生成树。 

值得一提的是，有效生成树其实是有效生成树对的一个特列，即左、右生成树完全

一致。 

由有效生成树对定理，我们可以得到一个生成树对中左、右生成树所含有边的类型。

即在一个有效生成树对中，左生成树只含有 Y，Z，VS，CS，CC和 NO类型的边（不

含 VC和 NU边）；右生成树只含有 Y，Z，VS，VC，CC和 NU类型的边（不含 CS和

NO边）。这对于我们进行计算机自动化算法的设计有很大的帮助，它规定了有效生成树

所含边的类型，使我们在设计计算机算法时可以缩小运算的范围，提高运算效率。 

生成树对生成项定理：由生成树对得到的生成项由下列四部分的乘积所得： 
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１) 生成项符号（+ 或者 -）； 

２) 所有出现的 Y和 Z器件符号（Z器件在最终表达式中以 Z-1形式出现）；  

３) 带符号的受控源增益。 

对于在左、右生成树中均出现的 CC、VS边均代表 1，故不影响生成项。 

受控源符号定理：四种受控源（VCVS，CCCS，VCCS，CCVS）在生成项中不仅表

示为符号化的增益，而且各自的符号也不同，具体如下：  

,

,

,

,

j k

j k

j k

j k

VCVS E

CCCS F

VCCS G

CCVS H

↔−

↔ +

↔ +

↔ −  

只要 VS边出现，增益前就要带上负号。  

生成树对生成项符号定理：假设 LA
和 RA

为有效生成树对中表示左生成树和右生成

树的约化入射矩阵(Reduced Incidence Matrix)。 LA
和 RA

的行数相同（等于电路结点数减

一）；它们的列树（生成树边数，也为结点数减一）也相同，并且按照如下的规则排列：

若 Y、Z、CC、VS 边同时出现在左、右生成树中，则代表它们的列以相同列数分别出

现在 LA
和 RA

；若两条边成对出现在 LA
和 RA

，且对应列数相同（控制边在 RA
中，受控

边在 LA
中）。入射矩阵中所有边均是右向的，对应电路中的有向边（源器件对应边，VC、

CS、VS、CC），其方向在矩阵中仍然保持不变；对应的无向边（Y、Z、NU、NO）则

任意选择一个方向，但要保证在 LA
和 RA

中方向一致。有了上述定义后，生成树对所得

的生成项符号就等于 LA
和 RA

行列式的乘积，即
| | * | | (| | | | 1)L R L RA A A A = ±、  

值得提出的是，约化入射矩阵的行代表每个电路结点（除去零点），其数目等于电路

结点数减一；约化矩阵的列代表生成树的每条边，由生成树定义可知其边数等于电路结

点数减一。所以约化入射矩阵为方阵，其维数等于电路结点数减一。约化入射矩阵为方

阵，故其行列式存在，且行列式的值只可能为 1或者-1（见[20]）。因此，代表有效生成
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树对中左、右生成树的约化入射矩阵的行列式乘积只能为 1或者-1，可以直接与组成生

成项的其他部分相乘得到最终的结果。 

生成项加和定理：所有生成项之和为零。（式 2-1） 

它提出了如何获得最终计算结果的定理。由有向图构建规则可知，我们所要求的未

知量）（电路传输函数）以受控源增益的形式出现；由前面的定理可知，该未知量是某

些生成项的组成部分。由生成项加和定理可得关于未知量的一次方程，从而非常简单地

得到结果（式 2-2）。  
1 2

1 1

0
m m

i j
i j

X t T
= =

+ =∑ ∑
                              （2-1） 

2

1
1

1

m

j
j
m

i
i

T
X

t

=

=

= −
∑

∑
                                 （2-2） 

由上述定理得到的生成项都是不可互相抵消的，即它们都是最终结果中必须出现的

项，都不是冗余的，从而提高了分析的效率。 

2.4 符号化模拟电路分析举例 

我们给出一个例子来讲解上述的符号化分析过程。 

我们分析 3中的电路 

 

 

 

 

 

图3 拓扑分析法举例电路 

  Fig.3 A circuit for topological analysis 

由上图可以看出它由一个电压源、一个电阻、一个电容串联而成，求电容两端的电
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压值。由拉普拉斯变换，我们可以得到频域的传输函数为
1( )

1
H s

RCs
=

+
。 

由前面提到的分析方法分析可得，所有的电路元件符合我们的处理范围，按照图构

建规则，我们可把 3的分析电路转化成 4的有向图。 

 

 

 

 

 
图4 待分析电路的对应有向图 

 Fig.4 Directed graph of the circuit  

我们将输入输出看做一个压控电压源（VCVS），即输出源控制输入源。 

根据分析定理，可以得到图 5所示的两棵有效生出树和一对有效生成树对。 

 

 

1 *1Term Cs=                    12 1/ *1Term R−=               13 1/ *Term R X−= −      

图5 分析电路对应的有效生成树、生成树对、生成项 

          Fig.5 Admissible tree, admissible tree pair and corresponding product terms 

两棵有效生成树和一对生成树对对应的生成项分别为：Cs*1，1/R*1以及-1/R*X。 

由式 2-1得到 *1 1/ *1 1/ * 0Cs R R X+ − =  

故得到传输函数

1( )
1

H s
RCs

=
+ ，和前面的计算结果是一致的。 

Tree1 Tree2 Tree Pair 1 
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2.5 符号化模拟电路算法分析 

我们通过枚举生成树的方法得到传输函数的表达式，而生成项的个数与电路规模呈

指数关系，当电路规模增大时，生成树枚举需要大量的运算时间和存储空间，【18】引

入了二分判定图的数据结构，它的出现可以将一些原本需要指数复杂度计算和存储的问

题转化为近似线性的结果。我们所引用的分析算法将生成树枚举变为有向图的约化过

程，应用二分判定图的结构，在约化的过程中得到所有的有效生成树和生成树对，这个

过程被称为有向图约化算法，而生成的二分判定图称为图约化判定图（Graph Reduction 

Decision Diagram, GRDD）。根据前面的分析方法，【18】提出计算机算法来实现分析的

自动化。 

下面我们首先给出有向图约化算法和生成项符号确定算法，然后在给出例子进行解

释。 

2.5.1 算法介绍 

有向图约化算法： 

Step1：初始化: 构建电路对应有向图，将该有向图拆分成左、右两个子图，分别删

去两个子图中不允许存在的边。设定一个电路符号操作的顺序。  

Step2：按照预设定的符号顺序对相应的边进行有向图约化（总是最先约化输入输出

对应的符号）。按表格 1所列举的操作选择或者排除电路元件符号所对应的有向图边。  

Step3：检测是否满足终止条件：如果左、右子图均有生成树构成，则将判定图边指

向终结点 1，然后转向执行 Step6；如果左、右子图均不可能得到生成树，则将判定图边

指向终结点 0，然后转向执行 Step6；如前述两个条件均不满足，则继续执行 Step4。  

Step4：依照生成项确定算法，分别确定判定图结点 1-分枝和 0-分枝对应的符号。  

Step5：对约化子图进行同构测试，然后通过共享保证其唯一性。如果可以在已经生

成的约化子图中可以找到同构的（包括相同）子图，则将对应的判定图分枝指向已生成

约化子图对应的结点，同时删去新得到的约化子图；若否，则生成新的判定图结点，同

时保存约化子图。  
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Step6：是否还有符号未处理？若是，则转向执行 Step2；否则，算法执行完毕。 
表格1 不同类型元件边的约化操作 
选取（Short）、移去（Open） 

Table.1 Graph reduction manipulations 

 

当约化过程结束时，我们构建了一个图结构。这是一个有向无环图，有一个根节点

（X），两个终结点（0，1），所有的非结点均有两个分枝（实线 1-分枝，虚线 0-分枝）

且均有一个代表符号，这正好是一个二份判定图。与二份判定图不同的是，该图的每条

边都附带了一个符号。我们称这个由图约化而生成的二分判定结构为图约化判定图

（GRDD），正是这个结构存储了所有的生成项。我们可以通过遍历该图来获得所有的

生成项。遍历的规则是选择所有从根节点到终结点 1的路径，若一个结点的 1-分枝在该

路径上，则选取该结点所代表的符号，他们的乘积即位生成项的内容；所有该路径上所

有分枝的符号的乘积，即为该生成项的符号。 

生成项符号确定算法： 

Step1：初始化：sign = 1。  

Step2：如果要移除（Open）一条边，直接将该边从表示约化子图的数组中删去即可，

sign保持不变。如果要选择（Short）一条边（假设该边为（v1, v2），v1和 v2表示边的

两个节点，其中 v1 < v2，即改变为正向），现将该边从表示约化子图的数组中删去（我
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们把每一个约化子图存储在一个数组中，数组中包含了所有约化子图中的边，并每一条

边的结点信息），然后将数组中所有边结点为 v2的点改成 v1。考察仍保存在数组中的结

点，计算结点号小于 v2的结点数目，如果该数为奇数，则 sign *= -1。  

Step3：如果选择的边反向，则 sign *= -1。  

Step4：如果选择的边类型为 VS，且 VS与别的类型边成对出现，则 sign *= -1。  

Step5：将 sign关联到相应的 GRDD结点分枝上。算法完毕。 

2.5.2 算法举例 

下面我们将根据图 3 的电路来说明如何通过有向图约化得到 GRDD，以及如何从

GRDD得到电路的传输函数。约化的过程中，将有效生成树堪称由两棵相同的生成树组

成的有效生成树对以方便统一处理。我们将按照前面给出的有向图约化算法进行。 

A）初始化过程，由 2.4 中给出的例子，我们已经得通过图构建规则得到了 3 电路

对应的有向图，将这个有向图拆分成左、右子图，并且删去两个子图中不允许存在的边。

图 6为由图 4得到的两个子图，用于生成有效左、右生成树。 

 

图6 有向图拆分（原始图、左图、右图） 
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           Fig.6 Graph Splitting 

 

图7 有向图约化 GRDD构建过程 

              Fig.7 Construction of GRDD by graph reduction manipulation 

由前面的分析定理我们可以知道，对于有效生成树对的左、右生成树所含有边的类

型是固定的，我们在处理前把不会出现的边从途中删去，如上图所示，VC 边将不在左

图中出现，所以在左子图中删去 VC边，右子图保持不变，而 Y、Z和 VS被允许出现

的任意的两个途中，则在左右子图中保留。 

 因为我们的 GRDD采用的是 BDD数据结构，而简化有序的二分判定图是一个规范

的数据结构，也就是说对于一个具体的问题，一旦确定一个转换的顺序，转换所得的结

构是唯一的。所以我们在初始化的时候设定一个电路符号操作的顺序以保证生成结构的

唯一性。在上述的电路图中有 3个符号，电阻 R，电容 C和输出控制输入的受控源增益

X。设定先处理 X，然后 R，最后处理 C。 

B）我们开始按照预设定的符号顺序对，对相应的边进行有向图的约化。我们在进
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行有向图约化的过程中构建一个二分判定图。该图有一个根结点，将拆分后的左、右子

图与该结点关联，同时根结点代表符号 X，。然后我们对左、右子图进行约化操作，每

一步约化都会得到两个新的有向图，我们构建一个新的判定图结点来与这两个新子图关

联，同时用下一步要处理的符号来代表这个结点。这样按照预先设定的符号顺序对对应

边进行处理直到所有边均处理完毕。我们处理有向图边，也就是处理相应的电路元件。

对于生成项而言，元件或存在于一个生成项中，或不存在，这是一个二分的选择，所以

我们使用二分判定图来记录整个约化的过程。在约化的同时，生成项也存储在了相应的

判定图之中。由于该判定图是通过有向图约化的操作来建立的，所以我们称之为图约化

判定图（Graph Reduction Decision Diagram，GRDD）。 

通过图约化来得到生成树的思想来源于 G.Minty的生成树枚举算法【21】。对于选择

一个符号，相应的图约化操作就是选择该符号对应的边；而不选一个符号，相应的操作

就是在图中移去相应的有向边。所谓选择一条边，在图操作中就是将该边的两个端点汇

合成一个结点，为了计算的方便，我们总是将结点号大的点 Vmax与结点号小的点 Vmin

汇合，也就是在移去边的同时将图中剩余边中端点为 Vmax 的点改为 Vmin；所谓排除

一条边，只需要简单地将该边从有向图中删去即可。 

在本例中，图 7显示了整个有向图约化的过程，以及相应构成的 GRDD（图 8）, 。

首先处理符号 X，X对应输入输出受控源（VCVS）。选取 X，意味着 VC、VS边在生成

树对中成对出现，因此在左图中选取 VS 边、在右图中先移去 VS 边再选取 VC 边，这

样得到位于根结点左侧的新结点，我们将新得到的约化子图与新结点相关联, ，由于处

理完符号 X 后接着处理的是符号 R，所以新结点以 R 表示，该新结点表示选取符号 X

的结果，我们用从结点 X出发的实线箭头指向新结点。排除 X，意味着只有 VS边作为

公共边出现在在生成树对的两个生成树中，而 VC并不出现，因此在左图中选取 VS边、

在右图中也选取 VS边同时移去 VC边，这样得到位于根结点右侧的新结点，这个结点

与新的约化子图相关联，同时以符号 R 表示，该结点表示符号 X 不会出现在最终的生

成项中，我们用从结点 X出发的虚线箭头指向新结点。 

C）然后我们检测处理完符号 X 的生成树对，发现左右子图均可以进一步的约化，
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故不能直接将判定图直接指向终结点 1或 0，进而依照生成项确定算法，分别确定判定

图结点 X的 1-分枝和 0-分枝的对应的符号。 

如果我们通过约化来选择不同的电路符号，一旦发现左、右子图中都得到了生成树，

那么我们就把相应的判定图箭头指向终结点 1；否则，若左、右子图进一步约化都不再

可能得到生成树，则直接将箭头指向终结点 0。 

D）对约化子图进行同构测试。如果可以在已经生成的约化子图中可以找到同构的

（包括相同）子图，则将对应的判定图分枝指向已生成约化子图对应的结点，同时删去

新得到的约化子图；若否，则生成新的判定图结点，同时保存约化子图。此例子中并没

由发现此类图。 

E）处理完符号 X 后，发现还有符号没有处理，接着处理符号 R，然后符号 C。如

果已经没有未处理的符号，则此 GRDD 构建完毕。表格 1 列举了取舍各种类型边相对

应的操作。 

图 7中最左面结点 R，当对其进行选择符号 R的约化时（左、右子图选择 R边），

左、右子图都约化为一个结点（意味着得到生成树），所以结点 R的 1-分枝（实线箭头）

指向终结点 1；当进行排除符号 R的约化时（左、右子图移去 R边），右子图变成 2个

结点和 0条边，产生孤立点，再无法得到生成树，所以该 R结点的 0-分枝（虚线箭头）

指向终结点 0。 
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图8 分析电路的图约化判定图 

Fig.8 Graph Reduction Decision Diagram(GRDD) 

如图 8，我们可以得到 3个生成项-XR-1，+R-1 和+Cs（电阻元件 R作为阻抗以倒数

形式出现），与我们先前的观察结果一致。根据生成项加和定理，我们就可以得出该电

路的传输函数。 

2.6 GRASS结构和实现特点 

2.6.1 符号化分析器结构 

我们所基于的符号化仿真器 GRASS（Graph Reduction Analog Symbolic Simulator）

和一般的符号化分析器结构一样，由三部分构成，包括网表解析器、符号化分析引擎和

求值运算器。结构如图 9所示： 
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 图9 符号化分析器基本结构 

Fig.9 The Symbolic Circuit Simulator 

仿真器的输入为 SPICE 网表，通过网表解析器获取电路信息。网表解析器由 PCCRTS

（Purdue Compiler Compiler Tool Set）生成，它可以产生 C++代码的相关语法的解析

器。经过网表解析器后，我们可以获得 SPICE 网表中描述的电路信息。 

符号化分析引擎根据网表解析器提供的电路信息，建立电路对应的有向图，然后进

行符号化分析，在内存中构建图约化判定图。 

求值运算器可以提供各种数值分析结果，如符号化电路特性等。如果电路的结构不

发生变化，GRDD 的结构不变，调制电路参数只需重新运行求职运算器。 

2.6.2 GRASS实现特点 

GRASS 的实现采用二分判定图【19】与图简约方法，其中使用哈希（hash）结构实

现存储数据的共享，从而大大增加了可处理电路的规模。共享时所有的二分判定图（BDD）

相关问题共有的提升效率采用的方法，对于图约化判定图亦是如此。 

在 GRDD 的构建过程中，每一步约化过程都会产生一对约化子图，如果新产生的约化

子图与先前产生的约化子图相同，只是就可以将这两个相同结构的约化子图进行共享，

即在内存中保留的一个副本。从图约化算法可以发现 GRDD 生成算法是以深度来构建

GRDD 的，因此一旦 GRDD 的节点可以共享，那么这个节点以下的所有节点都不需要再生

成。 

【18】介绍的方法是采用查找哈希表的方法来实现约化子图的共享，因为哈希表可

以保证每一个存在其中的约化子图均是不同的，并且可以在比较短的时间内判断一个约

化子图是否已经存在。分两步来实现约化子图的共享，哈希表是一组约化子图二分哈希

树的集合，所谓二分哈希树就是使用二分查找树的方式来处理冲突的哈希表项。共享过

程如下： 

第一步：找出二分哈希树的入口（HashTreeID）。 

第二步：如果第一步发生了冲突，即已经有约化子图的 HashTreeID 与目前使用的一
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致，则建立二分哈希树，产生一个 hashID 用于寻找该约化子图的入口。 

不同的约化子图可能产生相同的 hashID，所以我们要使用一个比较函数来判断两个

具有相同 hashID 的约化子图是否具有相同的结构，如果它们的结构不同，则 hashID 将

由指向描述图结构的数组的地址来代替（数组地址总是唯一的，故不会再产生冲突的问

题）。 

事实上，带有同构约化子图和项等价约化子图的节点也会引导相同结构的判定子图

从而可以进行共享。它们的共享过程我们将不再一一介绍。 

分析引擎中还有一些提升效率的侧率，例如并联元件的预处理和分离图的早期检测。 

并联元件的预处理是将并联元件等价成一个元件，该元件的符号（数值）等于响应

元件的并联值并联边的预处理可以很大程度上减少所需处理的元件个数，这对分析效率

的提高有很大的帮助。 

一旦一个图中不连通的两个分离部分，那么这张图就不会含有生成树。所以，如果

在 GRDD 的构建过程中我们可以比较早地检测出约化子图含有分离的部分，那么一定不

会有有效的生成树出现，因此可以直接将节点分枝指向终节点 0从而结束该判定图分枝

的构建。 

在 GRASS 的符号化引擎中，被分析电路的数值频率响应可以很容易地从图约化判定

图结构获得，只需把符号化的节点用相应频率点的数值量代替即可。一旦图约化判定图

构建成功之后，如果电路的结构不发生变化，我们只需直接遍历图约化判定图就可得到

电路的数值频率响应，每个图约化判定子图的数值响应值可以通过递归的方法得到，递

归公式如下： 

( ) ( )* ( )*s ( )
( )* ( )

Evaluate vertex Evaluate vertex left V symbol ignL vertex
Evaluate vertex right signO vertex

= − >
+ − >           （2.3） 

其中 vertex代表 GRDD 节点， ( )Evaluate vertex 代表节点 vertex引导的判定子图对应的

数值响应， vertex left− > 代表节点 vertex 1-分枝指向的节点， vertex right− > 代表节点

vertex 0-分枝指向的节点， s ignL 和 signO分别代表 1-分枝和 0-分枝上的符号，
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( )V symbol  GRDD 节点 vertex的在某个频率点下所关联符号的数值值， 对于不同类型的

符号，其对应的数值值如下： 

1 1 1 1

( )
( ) ( , ( ) *(2* * * )
( ) ( (2* * * ))
( )

V G G
V Z Z R R L Ls j freq L
V Y Y C Cs j freq C
V Source Gain

π
π

− − − −

=>

=> − > − > − > −
=> − > − >

=>

                        (2-4) 

2.7 本章小结 

本章介绍了一个基于拓扑分析法的符号化仿真器的分析原理、实现。该仿真器基于

一个全新的拓扑网络分析理论，通过电路子图约化的算法在内存中构建二分判定图用以

存储电路符号化表达式的所有有效生成项，然后通过对判定图的相关操作得到所需的符

号化分析结果与相关数值结果。  

它引用的算法基于严格的数学推理证明，通过采用二分判定图、子图和节点共享、

判定图约化以及合理的符号分析顺序，构建比较清晰和有效的计算机算法，得以对较大

规模的模拟电路（20-30 个传输晶体管）进行符号化的精确分析。数值分析的速度可以

获得比 HSpice 仿真器更高的效率，算法的时、空复杂度都在一个比较理想的范围内。 

但由于它只能得到精确的传输函数的信息，即只能观察频域中的频率响应，我们在

它的基础上进行进一步的应用分析，即灵敏度的提取和应用。 
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第三章 符号化交流灵敏度分析 

3.1 引言 

模拟电路的灵敏度是指微小的电路参数值的变动对性能尺度的数学意义上的度量，

在模拟电路中，灵敏度分析在确定关键设计变量值中起着至关重要的作用，在布局中，

反复电路尺寸的灵敏度分析可以决定出关键的妨碍电路性能的寄生部分。优化电路时，

灵敏度分析可以用来获取良好的性能。 

符号化的灵敏度信息的提取可以消除数值化灵敏度分析工具（如 SPECTRE 和 SPICE）

的不可洞察参数改变的缺点。符号化灵敏度分析是一种形式化的方法，它能够根据电路

中符号化的电路参数和独立的频率变量得到电路性能的灵敏度，在符号化范围中，电路

性能关于任意一个电路参数的一阶偏导数符号化灵敏度公式都可以精确的表示。但是一

直都没有好的符号化分析方法有效的解决灵敏度计算的问题。因为灵敏度信息继承了顺

序表达式的缺陷，即这些表达式中有大量的共享的因子。 

随着层次化分解和顺序表达式概念的出现，大规模电路的符号化分析得到了极大的

提升，同时对符号化表达式求导的灵敏度信息也得到了进一步的发展， 

基于 DDD(determinant decision diagram）的符号化交流灵敏度提取算法在【4】

提出，但是由于 DDD 是基于 MNA（modified nodal analysis）的方法，在 MNA 矩阵中的

元素并不是代表电路中的某一个元件，它的映射机制使矩阵中的一个元素可能代表多个

电路元件的关系，这可能使得灵敏度分析可能会依赖与 MNA 矩阵中的多个元素，利用链

式求导法则进行求解，增加了分析方法的复杂度。 

对于 GRASS，考虑到前面所述的算法分析，在图约化判定图中，如果不进行并联元

件的预处理，电路元件和二分判定图中的结点是一一对应的，继而对应于生成项中的每

一个元素。即使做了并联处理，由于并联元件都已加和的形式出现，并不影响求导的结

果，所以我们依旧可以看做是电路元件和二分判定图结点一一对应的关系。我们将会在
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图约化判定图的基础上进行灵敏度信息的提取。 

3.2 行列式判定图（DDD）灵敏度的计算 

下面我们将简单的介绍一种符号化灵敏度的计算方法，之后我们将会详细讲解我们

的图约化算法灵敏度的计算，并且进行简单的比较。 

3.2.1 行列式判定图 DDD 

【4】提出了一种新的符号化分析方法来表达符号化的表达式，它主要把电路矩阵的

符号化行列式表示成一张图的形式，称为行列式判定图 DDD（Determinant decision 

diagram），把对符号化行列式的计算转化称为对判定图的操作。使行列式的结果蕴含在

DDD中。而 DDD中节点的个数随着电路的规模呈现线性的增长，相较于随电路规模呈

现指数增长的乘积项，大大减小了空间的复杂度。 

它和我们应用的 GRDD都借助于 BDD的数据结构，不同的是，DDD利用的是求解

行列式的代数方法，而 GRDD应用的是产生有效树的生成项的拓扑分析方法。 

11 1

1

n

n nn

a a
A

a a

⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

…
# % #

"                            （3-1） 

A表示一个 n行 n列的方阵， rca
表示方阵中第 r行和第 c列的元素. 

方阵 A的行列式可以表示为如下的形式。 

det( ) ( 1) det( ) det( )
rc rc

r c
rc a aA a A A+= − +                    （3-2） 

( 1) det( )
rc

r c
aA+−
表示元素 rca

的代数余子式。 

det( )
rcaA
表示将矩阵A中第 r行第 c的元素替换为0后的行列式的值，称为 remainder。 

因此（3-2）可以看做一种二分的处理方法，选择 rca
和不选择 rca

，分别应于上述的

两种结果。 

对于一个线性时不变的模拟电路而言，它的系统等式可以由改进的结点分析
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（modified nodal analysis, MNA）的方法得到如下的方程组： 

Tx w=                              （3-3） 

X表示未知的参数向量，如结点电压和电流；电路矩阵 T是一个 n*n的大型稀疏符

号化矩阵，一般来说，只有很少的非零元素。 

模拟电路的符号化分析可以转化为求解式（3-3），即获取电路未知参数的闭合表达

式，由克拉黙（Gramer）法则得到，向量 X中第 k行的未知参数 kx
可以表达为： 

,
1

( 1) det( )

det( )

i

n
i k

i t k
i

k

w T
x

T

+

=

−
=
∑

                    （3-4） 

,( 1) det( )
i

i k
t kT+−
是行列式det( )T 中元素 ,i kt

的代数余子式。 

而传输函数可以表达为未知参数 kx
和输入 w比值，因此只要得到 kx

的表达式，传输

函数的表达式就迎刃而解。而解电路方阵的问题也转化为求解行列式的问题。 

因为电路矩阵一般都是稀疏的，所以由行列式得到的符号化的表达式往往都可以共

享很多子表达式，而二分判定图可以很好的表达这种的特性。 

我们给出一个简单的例子来说明 DDD的构建过程。 

如一个行列式为如下的形式; 

0 0
0

det( )
0
0 0

a b
c d e

M adgj abhi aefj bcgj cbih
f g h

i j

= = − − − +                         (3-5) 

从上面我们可以看出，很多相同的因子存在不同的乘积项中，如 , ,ad gj hi。 

由 BDD的有序性，我们需要把行列式中 10个不同的元素进行排序。元素选择的顺

序直接影响这 DDD 结点的规模，【4】给出了一种对于阶梯电路网络的一种比较号的排

序。在此处我们设定顺序为：a c b d f e g i h j> > > > > > > > > 。 

我们按照设定的顺序建立如下的行列式判定图： 
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图10 行列式判定 

                       Fig.10 Determinant Decision Diagram 

我们把图 10 看做由一个迭代的应行列式展开公式（3.7-2）的生成的判定图，展开

的顺序为 a,c b,d,f,e,g,I,h,j。每一个结点表达一个行列式的值，它的符号为待处理的一个

元素，它的 1-分枝指向结点所表示元素的代数余子式的表达式，而 0-分支指向了

remainder。然后依次将行列式按照既定的顺序简化，直到行列式的值为 1或 0，即指向

终结点 1或终结点 0。每一个 DDD的结点关联一个符号，这个符号的产生【4】提出的

算法产生。符号为 ia
的值的结点代表的矩阵行列式 D的值可以定义为如下形式迭代的得

到： 

1）如果结点是终结点 1，则 D = 1； 

2）如果结点是终结点 0，则 D = 0； 



第三章 符号化交流灵敏度分析 

第 34 页 

3）如果结点为非终结点， ( )
i ii i a aD a s a D D= +

其中
( )is a
为结点所关联的符号。 iaD

和

iaD
分别为当前节点的 1-分枝和 0-分枝所指结点的行列式的值。 

图 11说明的图 10的展开形式。 

 

图11 矩阵（3-5）的行列式判定图 

Fig.11 Determinant Decision Diagram for matrix (3-5) 

而所有的起始于根结点的 1-路径的乘积项为此行列式的完全展开的符号化表达式。 

3.2.2 DDD的灵敏度求解 

我们通过一个简单的例子来讲解如何运用基于 DDD 的代数余子式来计算电路传输

函数的灵敏度。 
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图12 灵敏度求解分析电路图 

        Fig.12 A circuit for computing sensitivity  

描述上面的梯形电路的的等式如下： 

1 1

1

1 1 2 3 3 2

3

3 3 4 5 5 4

5 5 6

1 1 0 0

1 1 1 1 1 0
0

1 1 1 1 1 00
0

1 1 10 0

in

R R
v I

R R R R R v
v

R R R R R v

R R R

⎛ ⎞−⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟⎛ ⎞ ⎛ ⎞− + + − ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟=
⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟

− + + − ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠⎜ ⎟

⎜ ⎟
− +⎜ ⎟

⎝ ⎠                （3-6） 

输入阻抗可以被定义为：

1
in

in

vZ
I

=
                                   （3-7） 

假设每一个矩阵的元素都别看做和其它不同的唯一的符号，电路矩阵的行列式则可

以看做式（3-5）的形式。它的行列式判定图可以为 13 的形式，值得注意的是，在 13

中，终结点 0以及和终结点 0相关的分枝全部被移除。 
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图13 移去 0终点和相应边的行列式判定图 

                      Fig.13 Determinant decision diagram 

在 13中，每一个结点被标记为一个小写的字母，我们用它们相应的大写字母来表示

此结点的行列式，根结点代表电路矩阵的行列式 A。对应（3-6）和（3-5）中的矩阵元

素，我们可以认为 1 1 2 31/ , 1/ 1/ 1/a R d R R R= = + + ,由 Gramer法则得到 

1
* ( , )inI Cofactor A av

A
=

                                            （3-8） 

因此， 

( , )
in

Cofactor A aZ
A

=
                                               （3-9） 

我们考查输入阻抗 inZ
相对于电阻 2R

的归一化灵敏度，即， 
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2

2

2

2

2

2
2 2

2

( )( )

( , )( ) ( )*( )
( , )

( , ) 1 ( , ) 1( )*( )( )
( , )

inZ in
R

in

ZRS
Z R
R A Cofactor A a d

Cofactor A a d A R
R A Cofactor A a A Cofactor A a

Cofactor A a A d A d R

∂
=

∂

∂ ∂
=

∂ ∂
∂ ∂

= − + −
∂ ∂

     （3-10） 

因为
( , )A Cofactor A d

d
∂

=
∂ ，而且

( , ) ( ( , ), )Cofactor A a Cofactor Cofactor A a d
d

∂
=

∂ ， 

所以（3.7-10）可以化简为如下的形式： 

2
2

1 ( , ) ( ( , ), )( )( )
( , )

inZ
R

Cofactor A d Cofactor Cofactor A a dS
R A Cofactor A a

= −
             （3-11） 

3-11里的三个代数余子式可以从 DDD中求得。 

因为电路矩阵的元素处理顺序已经确定，即 a>c>b>d>f>e>g>i>h>j，所以 Cofactor(A,a)

就是根结点的左结点所代表的行列式的值，即 D，所以 Cofactor（A,a）直接指向符号为

d的结点。同样，Cofactor((A,a),d)是结点 d所代表的结点的左节点的行列式的值，为 G，

所以 Cofactor((A,a),d)直接指向 G。 

上面两个代数余子式的值可以直接从图中得到，而 Cofactor(A,d)则不能直接判断，

因为行列式 A不能直接和元素 d相关联，我们将按照元素的处理顺序依次展开，直到待

处理的结点的处理序号等于 d，然后返回。 

最后得到的能表示各个代数余子式的判定图如下（图 14）： 
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图14 基于行列式判定图的代数余子式 

Fig.14 DDD-based derivation of cofactors 

3.3 基于 GRDD的符号化灵敏度 

灵敏度分析主要集中应用于模拟电路设计中，假设 ( , )H s x 表示电路性能的传输函

数，它相对于某一个电路参数 p（p 为电容、电感、电阻或受控源的控制系数）的归一

化灵敏度定义为如下形式： 

( , ) ln ( , )( ( , ), ) :
( , ) ln
p H s x H s xSens H s x p

H s x p p
∂ ∂

= =
∂ ∂                         （3-12） 

绝对灵敏度为： 

( , )_ ( ( , ), ) H s xabs Sens H s x p
p

∂
=

∂                                      （3-13） 

x 为电路中符号化参数向量。 

一般的计算上述灵敏度信息的方法主要有网络干扰法【22】和邻接网络法【22】。
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对于规模特别大的电路，灵敏度也可以从符号化的公式中计算出来，但是一般只是限于

一个参数。 

如果我们把公式 3-12 和 3-13 中的传输函数用 S-展开的形式表达，即 

0

0

( )
( , )( , )
( , ) ( )

N
i

i
i
M

j
j

j

s f x
N s xH s x
D s x s g x

=

=

= =
∑

∑
                                               (3-14) 

所以归一化灵敏度公式（3-12）也可以表示为： 

0 0

0 0

( ( , ), ) :

1 1( ) ( )

N M
ji

i ji j

N M
ji ji

i j

p HSens H s x p
H p

p N N Dp
H p D N p D p

gfp N p D
N f p D g p

gfp ps s
N p D p

= =

= =

∂
=

∂
∂ ∂ ∂

= = −
∂ ∂ ∂

∂∂∂ ∂
= −

∂ ∂ ∂ ∂

∂∂
= −

∂ ∂

∑ ∑

∑ ∑

                                            （3-15） 

由 3-14 可以得到： 

1 1( ( , ), ) : ( ) ( ( , ), ) ( ( , ), )N DSens H s x p p Sens N s x p Sens D s x p
N p D p
∂ ∂

= − = −
∂ ∂

     （3-16） 

由式（3-16）知，我们可以传输函数对电路元素的归一化灵敏度转化为分子分母分

别相对于电路元件的归一化灵敏度。 

2

_ ( ( , ), ) = ( )

(- N/ p)-H*( D / p) ( N / p)D N( D / p)=
D D

H Nabs Sens H s x p
p p D

∂ ∂
=
∂ ∂

∂ ∂ ∂ ∂ −∂ ∂ + ∂ ∂
=

                           (3-17) 

由式（3-17）知，我们可以传输函数对电路元素的导数转化为分子分母分别相对于

电路元件的绝对灵敏度和传输函数的分子分母的代数运算。 
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3.4 不同元件的归一化灵敏度公式 

因为在 GRDD 中，所有除了控制参数，均以导纳的形式出现符号化表达式中。由于不

同的电路参数按照不同的形式存储，分为以下的四种情况。 

1）当电路元件为电阻时，设 1/G R= ，则 

2

1
( , ) ( , ) 1 ( , ) ( , )*( )

( , ) ( , )
H s x H s x R H s x H s xR

R G R H s x R H s x G
∂ ∂ ∂ ∂

= − => = −
∂ ∂ ∂ ∂          

即 ( ( , ), ) ( ( , ), )Sens H s x R Sens H s x G= −                             （3-18）    

在符号化分析定理中，

1
( , )

X
H s x

=
 

则 

2

( , ) 1 ( , )
( , ) ( , )

( , )
1( , )

( , )

X X H s x H s x X
p H s x p H s x p p

p H s x p X
H s x p p

H s x

∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= => − =

∂ ∂ ∂ ∂ ∂
∂ ∂

=> =
∂ ∂−

   

( ( , ), ) ( , )Sens H s x p Sens X p= −                                      （3-19）   

有（3-12）和（3-13）得到 

( , ) ( , ) ( ( , ), ) ( ( , ), )Sens H R Sens X G Sens D s x G Sens N s x G= = −               （3-20） 

传输函数对电阻的归一化灵敏度则按照公式(3-20)计算。 

2）当电路元件为电容时， 

在 GRDD 的节点中，C以 Cs 的形式存储，由 

( , ) ( , )( ( , ), )
( , ) ( , )
C H s x Cs H s xSens H s x C

H s x C H s x Cs
∂ ∂

= =
∂ ∂  

得到 
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( ( , ), ) ( ( , ), )
( ( , ), ) ( ( , ), )

Sens H s x C Sens H s x Cs
Sens N s x Cs Sens D s x Cs

=
= −                                 （3-21） 

传输函数对电容的归一化灵敏度则按照公式(3-21)计算。 

3）当电路元件为电感时， 

在 GRDD 的结点中，L以 1/Ls 的形式存储，由 

( ( , ), ) ( ( , ), )
( ( , ), ) ( ,1/ )

1 1( ( , ), ) ( ( , ), ) ( ( , ), )

Sens H s x L Sens H s x Ls
Sens H s x Ls Sens X Ls

Sens H s x L Sens D s x Sens N s x
Ls Ls

= ⎫
⎬= ⎭

=> = −
                （3-22） 

传输函数对电感的归一化灵敏度按照公式（3-22）计算。 

4）选择参数为受控源的控制系数时，传输函数对其的归一化灵敏度按照公式（3-16）

计算。 

3.5 频率响应相对于电路元件的灵敏度计算 

对于传输函数，我们一般考查它的幅度和相位的变化情况。如果我们能够得到幅度

和相位随着某一个参数的变化趋势，对于设计电路将会极大的帮助。下面，我们简单推

导了幅度和相位相对于某一电路参数的绝对灵敏度和相对灵敏度的计算公式。 

3.5.1 归一化灵敏度 

由公式 3-23 

( , )( , ) | ( , ) | j H s xH s x H s x e ∠=                         (3-23) 

知 

( , ) ( , )

( ( , ), )
ln(| ( , ) | ) ln(| ( , ) |) ln( )

ln ln ln
ln(| ( , ) |) ( , )

ln ln
(| ( , ) |, ) ( , ) ( ( , ), )

j H s x j H s x

Sens H s x p
H s x e H s x e

p p p
H s x H s xj

p p
Sens H s x p j H s x Sens H s x p

∠ ∠∂ ∂ ∂
= = +

∂ ∂ ∂
∂ ∂∠

= +
∂ ∂

= + ∠ ∠        （3-24） 
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由等式（3-24）得知， 

幅度相对于电路元件的归一化灵敏度为传输函数相对于电路元件的归一化灵敏度的

实部，即： 

(| ( , ) |, ) Re( ( ( , ), ))Sens H s x p Sens H s x p=                      （3-25） 

相位相对于电路元件的归一化灵敏度为传输函数相对于电路元件的归一化灵敏度的

实部，即： 

1( ( , ), ) Im( ( ( , ), ))
( , )

Sens H s x p Sens H s x p
H s x

∠ =
∠

                 （3-26） 

3.5.2 绝对灵敏度 

设
*( , )H s x 为 ( , )H s x 的共轭， 

由
2 *| ( , ) | ( , )* ( , )H s x H s x H s x= 得知， 

*
*( , ) ( , )( , ) ( , )

| ( , ) |_ (| ( , ) |, )
2 | ( , ) |

H s x H s xH s x H s x
H s x p pabs Sens H s x p

p H s x

∂ ∂
+

∂ ∂ ∂= =
∂     (3-27)        

而且 

* *

*

* * * *

* 2

( , ) ( )

( / ) ( / p)
( )

H s x N
p p D
N p D N D

D

∂ ∂
=

∂ ∂

−∂ ∂ + ∂ ∂
=

                                      （3-28） 

我们知道在 GRASS 中，表达式中，传输函数的分子和分母都是多项式乘积加和的形

式，所以 

* * * */ ( / ) , / ( / )N p N p D p D p∂ ∂ = ∂ ∂ ∂ ∂ = ∂ ∂  

所 以 由 3-17 ， 3-27 和 3-28 得 到 幅 度 对 电 路 元 件 的 绝 对 灵 敏 度

_ (| ( , ) |, )abs Sens H s x p . 

因为 s jw= , 
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由 

( )

( ) ( )

( ) | ( ) |
( ) / ( | ( ) | / )* | ( ) | ( * ( ) / )

j w

j w j w

H jw H jw e
H jw p H w p e H w e j w p

θ

θ θ θ

=

∂ ∂ = ∂ ∂ + ∂ ∂         （3-29） 

得到 

( )

( )

( ) / ( | ( ) | / )*_ ( ( ), ) ( ) /
| ( ) | *

( ) / ( | ( ) | / )* ( )/ | ( ) |
( )

j w

j w

H w p H w p eabs Sens w p w p
H w e j

H w p H w p H w H jw
jH w

θ

θθ θ ∂ ∂ − ∂ ∂
∂ ∂ =

∂ ∂ − ∂ ∂
=

        （3-30） 

由 3-29，3-30 得到相位相对于电路元件的绝对灵敏度 _ ( ( ), )abs Sens w pθ 。 

3.6 归一化灵敏度的求解步骤 

下面我们通过两个简单的例子来说明符号化交流归一化灵敏度的求解步骤，以及如

何从 GRDD 中获取电路的灵敏度信息。分析电路如下图所示： 

 

图15 求解灵敏度的分析电路 

                      Fig.15 A circuit for sensitivity analysis 

图 15 由一个电压源，一个电阻和一个电容串联而成，首先求解输出 outU
对输入 sV

的

传输函数，然后再求解传输函数相对于电阻 R的归一化灵敏度。 

由 Kirchoff 定理可以非常的得到频域的输出 outU
对输入 sV

的传输函数： 

1( )
1

out

s

UH s
V RCs

= =
+                                              （3-31） 

由式 3-31 计算得到传输函数相对于电阻 R的归一化灵敏度为 
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( ( ), )
1

RCsSens H s R
RCs

= −
+                                          （3-32） 

显然，当 H（s）已知的时候，归一化灵敏度的符号化表达式的将依赖于 ( ) /H s p∂ ∂ 的

表示，因为我们在第二章中得知 GRASS 已经能够把传输函数的符号化表达式精确的计算

出来，因此我们的任务就是从传输函数中求得 ( ) /H s p∂ ∂ 的表达式。 

由第二章的 GRASS 实现中，我们可以知道，上述电路可以表示成如下的形式如下的

符号化判定图 SDD(Symbolic Decision Diagram)的形式（图 16） 

 

图16 待分析电路的 SDD 表示 

Fig.16 Symbolic Decision Diagram 

输入输出看做一个 VCVS（输出电压控制输入电压），控制系数为 X，然后按照先 X，

再电阻 R，随后电容 C 的顺序建立符号化判定图。每一个起始于根节点的 1-edge 都是

分析电路的一个有效生成树对应的生成项。由符号化分析定理中的的有效生成树生成项

加和定理得到： 

( ) 0G Cs X s G+ + =                           （3-33） 

求解式（3-33）得到： 

1( )
( )

GH s
X s G Cs

= =
+                          （3-34） 
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因为 1/G R=                                                                          

所以式（3-31）和式（3-34）是一致的。 

而传输函数可以表达为如下的形式：                                                    

( )( )
( )

N sH s
D s

=
                                   （3-35） 

所以 

                   ( ) ( ) ( ) 0D s X s N s− =                              （3-36） 

由 BDD 的求值得到，D（s）就是根结点 X 的右结点的表达式，而 ( )N s− 则为根结

点 X的左结点的表达式。 

由图 16得到： 

( )
( )
N s G

D s G Cs
− = −

= +                                                      （3-37） 

所以 

( ) ( )( ( ), ) 1
( )
G N s G GSens N s G

N s G G G
∂ ∂

= = =
∂ ∂                                （3-38） 

( ) ( )( ( ), )
( )
G D s G G Cs GSens D s G

D s G G Cs G G Cs
∂ ∂ +

= = =
∂ + ∂ +                    （3-39） 

由 3-38和 3-39得到： 

( ( ), ) ( ( ), ) ( ( ), ) CsSens X s G Sens D s G Sens N s G
G Cs

= − = −
+                   （3-40） 

有公式（3-20）得到 

( , ) ( , ) CsSens H R Sens X G
G Cs

= = −
+                                     （3-41） 

显然式 3-32和 3-41是一致的。 

因为在 BDD（Binary Decision Diagram）中，每一个 1-path都可以看做是一个乘积
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项，我们把导数也表示在 SDD中。假设我们把初始的 SDD根的左结点表示为 ( )N s− 相

对于某一个电路元件的归一化灵敏度，而初始的 SDD的根的右结点表示为 D（s）的先

归于某一个电路元件的归一化灵敏度，则初始的的 SDD则转化为如下的表达形式(如图

17所示)： 

 

图17 待分析电路的灵敏度表示图 

Fig.17 Symbolic Decision Diagram for Sensitivity Analysis 

 因为
( ) 1N s
G

∂
− =

∂ ，所以将 X的左结点代表 G的电路符号改为 1，并且将它的 1-edge

直接指向 1，终结点 1，0-edge直接指向终结点 0。 

而

( ) ( ) 1D s G Cs
G G

∂ ∂ +
= =

∂ ∂ ，所以将 X的左结点代表 G的电路符号改为 1，并且将它的

1-edge直接指向终结点 1，0-edge直接指向终结点 0。 

值得注意的是，原本 SDD的各个指向边所关联的符号不要改变，6-c的根结点并不

满足 BDD的计算规则，即不能认为
( ) ( )* ( ) 0N s D sX s
G G

∂ ∂
− + =

∂ ∂ 。 

由图 17我们可以看到，灵敏度的表示图只会比原来的传输函数的符号化表示图更加

简单，而不会额外增加空间的复杂度。 
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3.7 符号化交流灵敏度的具体实现 

上面讲述了符号化交流归一化灵敏度的求解过程，并给出了一个灵敏度的表示图，

接下来，我们将逐一分析它的具体实现过程。 

从 16的分析电路的例子中发现，因为 GRASS已经可以实现电路的传输函数的表达

式，所以，接下来的任务就是如何图约化判定图中把灵敏度信息提取出来。 

3.7.1 符号化求导原理 

传输函数可以表示为两个多项式相比的形式，而分子和分母能够从 GRASS 的符号

化判定图中精确的表示出来，所以符号化交流灵敏度的求解过程最终转化为分别对分子

和分母求偏导的过程。 

由 GRASS 求得的传输的函数的分子和分母的表达式分别都是以ＳＯＰ

（sum-of-products）的形式出现的。即分子和分母的每一个加和项分别是从根结点的左

结点和右结点到终结点 1 的 1-edge【4】上的元器件符号的乘积，所以可以表示成如下

的形式，假设待求导的一个参数为 p，值得注意的是，从符号化的分析定理中得知，在

有效生成树对应的生成项中，所有的参数均以导纳的形式出现，而且， 

1）当 p为电阻 R时，生成项中对应为电导
1p G
R

= =
。 

2）当 p为电容 C时，生成项中对应于导纳 p Cs= 。 

3）当 p为电感 L时，生成项中对应与导纳
1p
Ls

=
。 

4）当 p为控制系数 Gain时，生成项中依旧出现 p Gain= 。 

如果

( )( )
( )

N sH s
D s

=
，则分子分母分都可以表示为： 

1 2

0 0

( ) ( ) ( )
sum sum

i j

Q s f i p g j
= =

= +∑ ∑                    （3-42） 
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1

0
( )

sum

i
f i p

=
∑

表示 N（s）或者 D（s）中含有参数 p的乘积项的表达式，sum1表示 N（s）

或者 D（s）中含有参数 p的表达式的个数；

2

0

( )
sum

j

g j
=
∑

表示 N（s）或 D(s)中不含有参数 p

的乘积项的表达式，sum2表示 N（s）或者 D（s）中不含有参数 p的表达式的个数。 

而且在所有的乘积项中，p只有一次项和 0此项，而不会出现高次项。 

当 p为电容（ p Cs= ）和控制系数（ p Gain= ）时， 

1

0

( ) ( )
( )

sum

i

Q s f i
Cs =

∂
=

∂ ∑                              （3-43） 

当 p控制系数（ p Gain= ）时， 

1

0

( ) ( )
( )

sum

i

Q s f i
Gain =

∂
=

∂ ∑                                  （3-44） 

当 p为电感（
1p
Ls

=
）时， 

1

0
2

( )
( )

( )

sum

i
f i

Q s
Ls p

=∂
= −

∂

∑
                                 （3-45） 

当 p为电阻（
1p G
R

= =
）时， 

1

0
2

( )
( )

sum

i
f i

Q s
R p

=∂
= −

∂

∑
                            （3-46） 

3.7.2 符号化求导步骤 

我们给出一个例子来说明如果结合电路的约化判定图 GRDD 计算分子和分母相对

于某一个电路元件的导数。电路图如下（图 18） 
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图18 待分析电路图 

Fig18 A circuit for sensitivity analysis 

由符号化模拟电路的分析算法，我们可以得到如下的符号化判定图（图 19）。 

 

图19 待分析电路的符号化判定图 

Fig.19 Symbolic Decision Diagram 

   观察符号化判定图，我们发现，相同排列序号的元素会分布在同一个层次上，如图

19所示，电容 C1全部分布在第 1层，电容 C2全部分布在第 2层，电容 C3全部分布在

第 3层，依次类推。这可以方面我们迅速判定带求导参数的位置。 

由符号化分析定理，我们可以得到图 19的传输函数的分子和分母的表达式的值分别

为： 
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分子-- 1 2 3C C C+                                                    （3-47） 

分母--

3 2 2 2

2 2

3 2

1 2 3 1 2 3 1 3 2 1 3 3
1 2 3 2 3 1 2 3 2 2 1 3
2 2 3 3 1 2 1 2 3
1 2 3 ( 1 2 3 1 3 2 1 3 3 2 3 1 2 3 2)
( 1 2 3 2 1 3 2 2 3 3 1 2) 1 2 3

C C C s C C G s C C G s C C G s
C G G s C C G s C C G s C G G s
C G G s C G G s G G G
C C C s C C G C C G C C G C C G C C G s

C G G C G G C G G C G G s G G G
s

+ + + +

+ + + +
+ +

+ + + + +
+ + + + +
+

    （3-48） 

在图 19 中，根结点 X 的左左结点代表传输函数的分子表达式的负值，而根结点 X

的右节点代表传输函数的分母的符号化表达式。 

按照前面提出的分析步骤，我们将需要求解传输分子和分母分别对某一个参数的导

数的符号化表达式。假设我们想要得到传输函数对电阻 R1 的导数。求导后的符号化判

定图如图 20所示： 
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图20 待分析电路的最简形式灵敏度表示图 

Fig.20 Symbolic Decision Diagram for sensitivity analysis 

首先，在 GRASS 的实现算法介绍中得知，在进行图简约操作之前，按照特定的顺

序排列所有的电路元件，将所有的电路元件参数，包括受控源按照顺序依次放在一个

symbol list中。因而，每一个电路元件都对应与一个唯一的处理序号，我们首先搜索这

个 symbol list，找到待求导数的元件参数的处理序号 element_order。并记录它的值。在

GRASS中，这个顺序是按照读入网表的顺序建立的，而且输出对输入的控制系数 X放

在第一个位置上，即 X对应的 element_order = 0。对于图 18的处理电路中，从图 19中

可以直观的看到 R1的序号为 4。 

值得一提的是，因为在 GRASS 中，分析引擎为了提升效率，减少所需处理的元件

的个数，在进行图简约操作之前，曾经对并联元件进行了预处理。它将并联元件等价成

一个元件，该元件的符号（数值）等于响应元件的并联值，如下图 21所式： 

 

图21 并联边预处理举例 

Fig.21  Example for Lumping Parallel Branches 

如上图所示，我们将利用一个节点来同时代表 1 2 3, ,Y Y Y
三个元件符号的值，假设最早
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读入的元件的 1Y
，则以 1^Y

来代表三个并联元件，它的完整的符号表达式为（ 1 2 3Y Y Y+ +
），

因为全都是一次项加和的形式，所以只要找到带求导的电路元件所在的表示结点，可以

把它当做所求电路元件的符号结点处理。而且它的排列序号为并联结点的序号。 

完成上述操作以后，从根结点开始遍历符号化判定图 19, 因为在 GRASS 的分析引

擎中，均严格按照排列顺序进行约化，所以我们预先知道 symbol list 中参数索引小与

element_order 的电路元件一定要比索引为 element_order 的元件提早分析，从符号化判

定图中看即全部都建立在第 element_order层的上层，虽然在最简化的符号化判定图中，

会出现索引为小于 element_order的结点指向索引为 element_order+m（m>=1）结点的情

况，如图 20中出现的一个符号为 C3的右分支指向符号为 R3的结点，这时说明此路径

所引导的乘积项中不会存在元素索引为 element_order的元件参数，因而此乘积项不会出

现在求导记过中，此时我们修改当前这个 element_order-1的结点的左结点，使其这节指

向终结点 0。但是由于 GRASS分析引擎本身的处理方法，不出现上述的情况，GRASS

得到的图约化判定图如图 22 所示，除非多个分支指向终结点，每一层的结点的数目严

格为上一层结点数目的两倍（共享部分展开的情况下）。 
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图22 由 GRASS得到的图约化判定图 

                    Fig.22 Graph Reduction Decision Diagram  

如果存在一个结点 m, 它所代表的元件的索引比 element_order 小，并且它的左结点

直接指向终结点 1, 说明此路径所引导的乘积项中不会存在元素索引为 element_order的

元件参数，故此乘积项不会出现在求导结果中，此时我们修改结点 m的左结点，使其直

接指向终结点 0。 

当遍历到索引为 element_order的结点时，我们将此结点的符号表达式和数值全部修

改为 1， * 1R = ，左结点的指向不发生改变，右结点修改为终结点 0。由图约化判定图

得到的关于灵敏度的二分判定图如图 23 所示。值得注意的是，如果单一的求解传输的

分子或分母对某一个电路参数的导数的时候，在此过程中需要按照符号化求导原理中所

介绍的，需要添加响应的修正因子。在图 18中的例子，因为是对 R1对偏导，最后乘上
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一个 2

1
1R

− 。 

 

图23 由 GRDD得到的灵敏度的二分判定图 

                 Fig.23 Symbolic Decision Diagram from GRASS 

虽然在求解归一化灵敏度的时候，我们可以按照前面所推导的公式避免了修正因子

的处理，但是对与绝对的灵敏度求解，这些都是必须的。 

同时要注意，原来分支上所关联的符号不需要修改。 

完成上述步骤以后，根结点的左结点和有结点所代表的表达式就是

( )N s
p

∂
−

∂ 和

( )D s
p

∂
∂ 。 

从图 20中得到的 
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( ) 0
1

N s
R

∂
− =

∂  

2

( ) 1[ 2 3 *1 2 *1* 3 3 *1* 2 1* 2 3]*
1 1

D s C sC s C s G C s G G G
R R

∂ −
= + + +

∂          （3-49） 

这和直接对 H（s）的分子分母求导得到一致的结果。 

3.7.3 符号化判定图的 S-展开 

因为我们建立的符号化判定图存在并联元件的预处理，而且在存在并联预处理的结

点里会混合电容、电感或电容的元件，所以，每次求值的时候需要重新计算每一个和频

率相关的结点的值，然后利用递归的求值法则进行计算，这样就大大的减慢了计算的速

度，无法突出符号化计算速率提升的优点。 

这种情况也会延续到灵敏度求值的过程中。因此【23】提出了 S-展开的概念。【24】

将这个概念应用到了 GRDD 的求解中。我们也可以得到灵敏度的符号化判定图后应用

GRASS 的 S-展开的操作，以便更加迅速的得到运算结果。如下，我们将简单介绍一下

S-展开的概念和构建过程。 

在我们分析原理中，结果由全部的生成树对应的生成项组成，由于电容和电感会引

入频率的参数，而且它们分散在各个生成项中，所以不能够得到一个规则的表达式，而

S-展开的表达式如下所示： 

0 1

0 1

...( )( )
( ) ...

n
n

n
n

a a s a sN sH s
D s b b s b s

+ + +
= =

+ + +
                                           （3-50） 

分子和分母的多项式系数由代表电路元件符号的乘积所对应的生成项的和组成，它

把 s系数的相同的生成项收集在一起，因此我们计算的时候只需要收集一次 s的系数，

剩下的工作仅仅是频率迭代的过程，而不需要每次都要对每一个结点求值和遍历整个判

定图。 

如公式 3-47中，如果将分母转化成 s-展开的形式，则表达式可以表示为如下的形式： 
3 21 2 3 ( 1 2 3 1 3 2 1 3 3 2 3 1 2 3 2)

( 1 2 3 2 1 3 2 2 3 3 1 2) 1 2 3
C C C s C C G C C G C C G C C G C C G s

C G G C G G C G G C G G s G G G
+ + + + +

+ + + + +         （3-51） 
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这种层次展开的表达式形式在分析中除了提升求值效率以外，还可以提供其它很多

便捷的操作，例如主零、极点的近似等等。 

GRASS得到的表达式是 SOE形式的符号化网络函数，【24】提出的结果方法不需要

改变电路分析的算法，只需要对构建的图约化判定图进行展开的操作就可以获得 s-展开

的表达形式。 

如果想要得到每一个频率项的系数，需要把初始的根唯一的 GRDD 变为多根的

GRDD，每一个根结点分别代表了一个分子或分母的表示多项式系数的判定图，而且共

享它们的子图。需要注意的是，即使这里依旧遵从了图约化分析算法中各种共享的原则，

当电路变得复杂，而且 s的阶数变高的时候，依旧会是电路初始的判定图成倍的增大，

大大增加了空间的复杂度。 

下面我们介绍一下【24】中 S-展开的图约化判定图构建的过程。 

S-展开的图约化判定图分量部分来完成，一是GRDD的分离操作，另一部分是GRDD

的展开操作。 

1）GRDD分离操作 

所谓的 GRDD分离操作，就是把 GRDD中进行过并联预处理的符号做分离处理。 

如图 24-a所示，结点 V由三个并联元件组成，分别为 R，C和 L。V1和 V0分别为

V的 1-分枝和 0-分枝指向的子节点，sign1 和 sign0分别是关联在结点 V的 1-分枝和 0-

分枝上的符号（图 24-b所示）。 

分离结点 V 就是将结点 V 中并联元件单独分离成为 GRDD 中的结点，即用 R，L

和 C三个结点代替原来的结点。如图 24-c所示，R，L，C这三个新的结点通过各自的

0-分枝相连，而其原来的 V结点已经不存在，它由并联序列中第一个元件所代表的结点

所取代，并联序列中的最后的一个元件所代表的结点的 0-分枝指向初始结点 V 的 0-分

枝 V0，三个结点的 1-分枝全部指向初始 V结点的 1-分枝。 

因为 0-分枝连接的结点表示结点所代表的符号表达式相加，这正式并联预处理的时

候 V所代表的符号的表达形式。 

所有的结点的1-分枝所关联的符号仍旧是 sign1, 所有的并联序列中的元件所代表的
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结点除了最后的一个元素的 0-分枝所关联的符号为初始结点 V 的 0-分枝关联的符号

sign0外，其余结点的 0-分枝所关联的符号均为正。 

 

图24 GRDD的分离操作 

      Fig.24 GRDD Splitting 

假设一个 GRDD 含有|GRDD|个节点，GRDD 分离的操作所需的时间复杂度为

O(m|GRDD|)，一个分离过的 GRDD所含的节点不会超过 m|GRDD|个，这里的 m指的是

一组并联元件中元件个数的最大值。  

完成这一步以后，现在的 GRDD 每一个结点将会只对应于电路中的唯一的一个元

素。 

2）GRDD的 S-展开的操作 

假设结点 V所引导的判定图代表的多项式的展开形式为： 

[ ] i

i
p i s∑                                  （3-52） 

其中的 [ ]p i 可以是符号化的多项式也可以是 0。V1和 V0分别为 V的 1-分枝和 0-分

枝指向的子节点，sign1 和 sign0分别是关联在结点 V的 1-分枝和 0-分枝上的符号。V1
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和 V0均是如（3-52）所示的多项表达式。加入 V1和 V0的多项表达式已知，分别为 p1

和 p0， 

V_Symbol 是结点 V所代表的电路元件符号，那么 V的多项表达式为以下形式： 

1）V是终结点 1，则 p[0] = 1; 

2）V是终结点 0，则 p[0] = 0; 

3)  V_Symbol 是和频率无关的元件的符号，如（G或者是 Z） 

P[i] = V_Symbol * p1[i] * sign1 + p0[i] * sign0; 

4) V_Symbol 是电容 C 

P[i] = V_Symbol * p1[i + 1] * sign1 + p0[i] * sign0; 

5) V_Symbol 是电感 L 

P[i] = V_Symbol * p1[i - 1] * sign1 + p0[i] * sign0; 

因为电阻不能引入频率变量 s，所以可以由子结点的相同的对应 s 的阶数的系数直

接相加，而电感和电容分别引入了 s的-1阶和 1阶，所以需要找到相应的 s的阶数的系

数参数运算。 

假设给定一个原始的具有|GRDD|个节点的 GRDD，要得到一个 S-展开的 GRDD 需

要先进行 GRDD 分离操作，然后再进行 S-展开。 S-展开的运算复杂度为

O((k+1)m|GRDD|)，S-展开的 GRDD 节点数不超过(k+1)m|GRDD|，其中 k 为 GRDD 所

表示的多项式的最高阶数，m为一组并联元件中元件个数的最大值。 

由此可见，当 K的阶数高时，依旧会带来使运算的空间复杂度大大增加。  

3.7.4 符号化交流灵敏度提取概述 

符号化交流灵敏度信息提取的过程可以简单的论述如下： 

Step1：确定待考察灵敏度信息的电路元件 p, 频率范围，以及希望得到的结果数量。

我们将直接在网表中进行描述，添加一句.Sens element，提取出 element的符号，频率范

围和传输函数一致。 

Step2：遍历因求解传输函数而建立的图约化判定图，并且修改它的结构以便得到灵
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敏度信息。删除所有的不包含电路元件 p的 1-路径上的节点，并且将所有删除后浮空的

边直接指向终结点 0。然后将电路元件 p的符号和数值全部修改为 1。 

Step3：将已修改的结构进行 s-展开的处理，并利用求值规则进行求解，最后根据已

得的数据画出灵敏度曲线。 

3.8 灵敏度求解方法比较 

我们详细描述了基于 GRDD 和 DDD 的符号化灵敏度的计算方法，相较于 DDD 符

号化灵敏度的分析方法，我们的分析方法主要有一下的优点： 

首先，我们的电路元件和符号化的判定图是一一对应的，在 GRDD中，所有的相同

的电路元件全部分布在相同的层次上，这将很容易进行辨别元素的位置；而在 DDD中，

由于MNA矩阵本身的构建方法，使得一个电路元件会同时出现在矩阵的不同元素中，

如 R1会同时存在在 a,b,c,d这四个符号中，这中多对应的方法无形中增加了分析的复杂

度。 

其次，因为计算结果是枚举所有的有效的生成树，每一条起始于根结点的终结点为

1的 1-path都对应一个有效的乘积项，只需要找到待处理元件的层次然后一一按照前面

的提出的计算方法直接修改判定图；对于 DDD，存在对同一个行列式不同元素求解代

数余子式的问题，如图 12的例子，需要同时求得 A对符号为 a和 d的代数余子式，然

而，并不是所有的代数余子式会对应于该行列式对应符号结点的左节点，即，所求的代

数余子式不是行列式本身所对应的待处理符号，这需要递归的寻找此代数余子式的左右

结点。 

最后，GRDD最终的和灵敏度相关的符号化判定图只可能在初始判定图的基础上进

行简化，而不会有任何新的结点的出现，而 DDD 会引入新的结点指向对应于不同的行

列式和待处理元素不对应的代数余子式，增加了空间的复杂度。 

3.9 本章小结 

本章中我们据论述了基于 GRASS 的进行符号化交流小信号灵敏度分析的方法，并
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提出了计算机实现的方法。然后简略的介绍同样借助于二分判定图实现符号化模拟电路

分析的行列式判定图（DDD）以及它提出的灵敏度求解的方法，最后针对两种方法进行

了比较。 
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第四章 仿真结果和灵敏度应用分析 

4.1 基准电路试验结果 

我们将选取不同规模的基准电路和不同的分析元件针对灵敏度求解的正确性和仿真

效率进行测试，测试电路组如下： 

电路一：RC滤波器（图 25）； 

电路二：带通滤波器 1，2（图 26,27）； 

电路三： 741aµ 运算放大器（图 29）； 

电路四： 725aµ 运算放大器（图 29）； 

但首先我们将给出 741aµ 运算法大器的灵敏度的信息，并进行详细的分析来说明灵

敏度的测试结果，之后在逐次给出其它电路的测试结果。 

在上面六个电路中，电路一和电路二只包含无源器件电阻（R），电容（C）和理想

放大器；电路三和电路四包含有源二极管器件，电路四的规模将大于电路三，其中的晶

体管已经全部转化为相应的小信号模型；电路五包含有源的 MOS 管器件，电路三、四

应用的晶体管小信号模型和电路五的小信号模型大不相同。 

我们的测试平台为 Intel Pentium 1G内存，主频为 1.8GHz的处理器。 

 

      图25 Active RC Filter 
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Fig. 25  Active RC Filter  

 
图26 带通滤波器  

Fig. 26 BandPass Filter 

  
图27 带通滤波器 

Fig. 27 BandPass Filter  
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图28 741aµ 运算放大器 

Fig. 28  741aµ  Amplifier  
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图29 725aµ 运算放大器 

Fig. 29  725aµ  Amplifier  

 

图30  741aµ ， 725aµ 运算放大器三极管小信号模型 

Fig.30 Small Signal Model for 741aµ ， 725aµ   

 
1 首先给出测试电路的基本信息如表格 2： 

其中#Edge代表电路所含的分支数；#Edge_lump代表将预处理并联元件后电路所含

的分支数； #Node代表电路所含的节点数；#Symb代表电路所含的符号数； 

表格2 电路信息 

      Table.2  circuit information 

电路名称 #Edge #Edge_lump #Node #Symb 

RC Filter 23 22 11 17 

Bandpass Filter1 29 29 14 25 

Bandpass Filter1 72 68 33 54 

741aµ  160 103 24 81 

725aµ  166 120 31 81 

2 需要注意的是，因为在【24】已经验证了 GRASS测试结果和 HSpice之间的严格

对应，所以在此我们将不再进行对比两者的频率响应，然而我们求解的是交流灵敏度的
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信息，而 Spice中的交流灵敏度信息仅仅是输出的变化率对输入的变化率，和我们提出

的概念是不一致的，所以不能将我们的灵敏度信息和 spice求解的灵敏度信息去比较。 

下面我们首先给出 741aµ 的一系列结果，并给出具体的讲解，其它电路的相应结果

将会依次给出。 

从图 31中我们可以看出，在频率范围为 10hz到 1000000hz时，放大器的幅度随着

电容的增大而减小因此幅度补偿电容的的一阶导数应该为负值，而且，从图 31中发现，

不同频率点的灵敏度是不同的，例如，在上述频段内灵敏度较高，而在其它的范围内灵

敏度较低，从图 32中可以发现，我们仿真结果完全符合分析过程。图 32给出了电容在

30pf 附近的幅度对电容的灵敏度信息，而图 35 给出了几个单一的频率时电容在较大范

围内的灵敏度信息，从图 33 可以显示出在不同的频率电容相对于幅度的的变化依旧是

单调的。图 33 给出了在整个考察的频域上不同的电容相对于幅度的变化，说明在整个

频段上幅度相对于电容的变化率基本上是相似的变化曲线。 

由图 33看到在频率较高的时候，幅度的灵敏度相对很大，说明幅度在频率较高的的

地方改随着电容的改变变化都很大，而由图 38 看以看出，除了在低频，相位相对于电

容的灵敏度信息都趋近于零，所以相位随着电容的改变变化很小。 

如果我们想要改变带宽，发现随着补偿电容的减小带宽增大，所以可以通过减小补

偿电容来增大带宽，而我们发现在幅度为 0db 出的相位裕度大约 30 度，而相位随着补

偿电容的变化在中高频段改变并不明显，而对幅度的改变却非常明显，所以我们可以通

过调节电容来增加电路的稳定性。 

我们还可以按照灵敏度的大小，符号预测描述电路性能的曲线。灵敏度为正，说明

变化特性随着元素的增大而增大，灵敏度的绝对值越大，说明敏感程度越高，灵敏度为

负，说明电话特性随着元素的增大而减小。 
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       图31  幅频响应曲线 

                     Fig.31  Amplitude Frequency Response  

 

 
                         图32  幅度关于 CC的交流灵敏度 
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                     Fig.32 AC Sensitivity of Amplitude versus CC 

图33  幅度关于 CC的交流灵敏度 

                Fig.33 AC Sensitivity of Amplitude versus different CC 
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图34  幅度关于 CC的交流灵敏度 

                        Fig.34 AC Sensitivity of Amplitude versus CC 

 

图35  相位响应曲线    

Fig.35  Phase Frequency Response 
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图36  相位关于 CC的交流灵敏度 

                Fig.36 AC Sensitivity of phase versus  CC 

 
图37  幅度关于 CC的交流灵敏度 

                    Fig.37 AC Sensitivity of phase versus different CC 
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图38  幅度关于 CC的交流灵敏度图 

                          Fig.38 AC Sensitivity of phase versus CC 

下面我们给出其它电路的一些仿真结果 

（active RC 01） 

 
        （a）幅度响应曲线            (b)幅度关于电阻 R10（=1）时的灵敏度曲线  
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（c）相位响应曲线              (d)相位关于电阻 R10（=1）时的灵敏度曲线 

 图39  RC 滤波器频率响应和灵敏度信息 

     Fig.39  Frequency Response and Sensitivity information for Active AC Filter  

由图 39可以看出，RC滤波器的幅度在 0-1000Hz左右随着电阻 R10的增大而增大，

之后随着电阻的增大而减小，而相位相对于电阻的改变较小。说明反馈电阻对电路的幅

度影响很大。 

bandpass1  

 

（a）幅度响应曲线            (b)幅度关于电容 C1（=90.87nf）时的灵敏度曲线 

图40 带通滤波器幅度频率响应和灵敏度信息 

Fig.40 Amplitude Frequency Response and Sensitivity information for BandPass Filter 

由图 40可以看出，电容 C1对带通滤波器的上边带影响严重，由电路知识得到，电

容 C1 影响低通滤波器的截止频率，所以对上边带影响严重，可以通过调整 C1 来调整

截止频率。 

Bandpass_2 
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（a）幅度响应曲线            (b)幅度关于电阻 R9（=1）时的灵敏度曲线 

图41 带通滤波器幅度频率响应和灵敏度信息 

Fig.41 Amplitude Frequency Response and Sensitivity information for BandPass Filter 

由上图可以发现，反馈电阻 R9 对幅度影响相对与截止频率是呈现对称的，当频率

小于上边带时，幅度随着电阻的增大而增大，而当频率大于下边带时，幅度随着电阻的

增大而减小。 

725aµ  

 
（a）幅度响应曲线            (b)幅度关于电阻 Gm17（=2.6e-3）时的灵敏度曲线 

图42 725aµ 幅度频率响应和灵敏度信息 

Fig.42 Amplitude Frequency Response and Sensitivity information for 725aµ  

4.2 基准电路试验时间信息 

表格 3显示了 S-展开后的 GRDD的求值效率和 HSpice求值效率的比较。我们对所
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分析电路的传输函数进行频率响应以及相应导数的分析。频率点个数选取 1000 个。可

以看到无论是传输函数还是导数的求解，求值效率都会比 HSpice 的数值分析快，所以

很好的显示了 GRASS的分析优势。 

表格3 GRASS与 Hspice数值分析效率对比 

Tablet.3 Comparison of Numerical Analysis between GRASS and HSpice 

电路名称 Construction 

of GRDD 

Evaluate 

of H(s) 

HSpice-2005 

(ac-analysis) 

Evaluate of dN(s)/dp 

and dD(s)/dp 

RC Filter 0.06s 0.002s 0.06s 0.002s 

Bandpass Filter1 0.05s 0.004s 0.08s 0.004s 

Bandpass Filter2 0.13s 0.007s 0.08s 0.006s 

741aµ  5.9s 0.03s 0.16s 0.03s 

725aµ  29.25s 0.05s 0.2s 0.03s 

4.3 交流灵敏度的应用 

微电子技术和微电子系统设计的发展给电路仿真带来了巨大的挑战，尤其是随着系

统复杂性的增加，在电路仿真和验证过程中消耗了过多的时间。为了获取好的电路结构

和优良的性能，需要对不断修改电路元件的参数，伴随参数值的改变从而进行一次又一

次的仿真。为了提高基于电路参数改变而仿真电路的效率，以及扩大分析电路的范围，

我们尝试结合电路参数的敏感性分析。 

工程师可以按照利用前面给出的信息进行参数的调整，如相位裕度、带宽等等。 

但参数的改变足够小时，我们可以利用灵敏度的信息进行现行近似，传输函数可以

表达为如下的形式： 

0 0
( ) ( ) | ( ( ) / | )*( )new p p p pH s H s H s p p= == + ∂ ∂ +  

结合区间的概念和基于敏感性的方法，我们也可以计算出 worst-case response: 

n n

0 i 0 0 i
i 1 i 1i i

f ff x f f x
x x

φ φ
= =

∂ ∂
− ≤ ≤ +

∂ ∂∑ ∑
 



第四章 仿真结果和灵敏度应用分析 

第 74 页 

但是由这个结果我们时常得到一些范围过于大的结果。进入深亚微米级以后，电路

的某些参数微小的变动会直接影响电路的稳定性以及优化的效果。由前面的例子可以得

到，大多数的参数在主频域上是单调的，所以可以利用灵敏度的信息进行预测。 
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第五章 全文总结 

5.1 主要结论 

本文介绍了一个基于拓扑结构的符号化模拟电路仿真器GRASS的基本算法和实现，

并在此基础上实现了灵敏度信息的提取，灵敏度信息的提取没有导致多余的空间复杂

度，最后得到符号化分析结果和相关曲线。 

本文的算法经过严格的数学推理，由符号化公式到处的数值曲线可以应用到电路设

计、工艺等多个领域，而且数值结果具有高效和直观性。而且数值分析的速度可以获得

比 HSPICE仿真器更高的效率，算法的时、空复杂度都在一个比较理想的范围中。 
 

5.2 研究展望 

本文论述的内容对符号化的电路分析进行了初步的探索，由于符号化分析算法本身

的复杂性，本文所提出的仿真器对于目前较大模拟电路的分析能力还是有限的。未来的

研究可以有如下的部分： 

对于灵敏度而言，由于大多数的放大器以及一些滤波器的设计需要零点和极点的信

息，如果能够得到传输函数零极点和电路的对应关系，甚至是零极点相对于电路元件的

灵敏度信息都会为设计带来极大的方便。除此之外，灵敏度的信息可以应用在更多的领

域中。而且在应用方面，可以借助与现在的结构进行更多的应用探索从而揭示电路更多

的性能。 

为了提高可处理电路的规模，我们希望对电路进行层次化处理，即将一个大规模的

电路逐次分成若干个独立的模块，这样可以大大提高电路的处理规模。 

由于模拟电路的特征往往由一些关键部分决定，而精确仿真结果有时候过于复杂，

所以有效的近似可以提供给设计者准确而简化的信息。 
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因为算法分析电路的复杂度与符号处理顺序由密切的关系，需要探索符号处理顺序

的通用方法来减低算法的复杂度，甚至实现更大规模年模拟电路的仿真。 
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附录一 符号与标记 

导纳 (Admittance)  

阻抗 (Resistance)  

压控电压源 (Voltage control voltage source, VCVS)  

流控电压源 (Current control voltage source, CCVS)  

压控电流源 (Voltage control current source, VCCS)  

流控电流源 (Current control current source, CCCS)  

零器 (Nullor)  

零阻器 (Nullator)  

泛阻器 (Norator)）  

入射矩阵 (incidence matrix)  

约化入射矩阵 (reduced incidence matrix)  
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攻读硕士学位期间已发表或录用的论文 

【1】孟晓旋，“符号化交流灵敏度信息的提取”，现代电子技术 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 


